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Светлой памяти незабвенного учителя 
Сергея Алексеевича Казакова 
посвящается эта книга. 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Солержание предлагаемого учебника „Введение в небесную меха- 
нику“ соохветствует в сузмественных чертах программе курса лекций, 
чнтавиихся в чечение ряда лех в Московском универснуете покойным 
профессором С. А. Казаковым. 

На прозяжении всего курса мы старались дать ясное понятие © 
цели и классических методах небесной механики, указывая, где это 
только было возможно и уместно, па недостаточность классических 
методов и неудовлехворичельность рассуждений. Наряду с этим мы 
неоднокразхно отмечаем, что для многих целей практического характера, 
не требуюних рассмотрения чрезмерно больших промежутков времени, 
классические мезоды все же могут быть использованы и действительно 
используются, составляя еще и в настоящее время основной хеоретиче- 
ский аппарат, знать который необходимо каждому астроному. 

Рассматривая только вопросы и методы классической небесной меха- 
ннки, мы совершенно не затронули обширной области вопросов, соста- 
вляющих содержание современной небесной механики, или, как ее те- 
перь иногда называют, неклассической небесной механики. Мы предпо- 
лагаем, что эти вопросы составят содержание другой книги, которая 
намечалась к изданию. 

Первые три главы нашего курса посвящены постановке основной 
задачи небесной механнки — выводу диференциальных уравнений этой 
задачи в абсолютных и относительных координатах н классических 
интегралов. 

Главы четвертая и пятая посвящены невозмущенному движению. 
В них мы даем вывод общего интеграла этой задачн при помощи нн- 
тегралов Лапласа, полное исследование движения и совокупность окон- 
цательных формул, необходнмых для вычисления коордннат космиче- 
ского тела для любого момента премени. 

В главе шесзой рассматривается возмущенное движение под дей- 
счвием произвольной возмущающей силы. Основным методом, исполь- 
зуемым в этой главе, является метод изменения произвольных постоян- 
ных, за каковые принимаются шесзь элементов, определяющих невоз- 
мущенное движение. Вывод диференциальных уравнений для оскулирую- 
щих элементов мы заимствовали из сочинення С. А. Казакова: „Орбита 
кометы 19041“. Мы пользовались также брошюрой С. А. Казакова: 
„О методе изменения произвольных постоянных“, напечатанной в 1908 г- 

Глава седьмая посвящена краткому очерку теории каноннческих 
уравнений и является вводной главой к теории возмущений. 
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Последние три главы содержат основы классической чеории возму- 
щений, причем для простоты выкладок мы рассматриваем систему, со- 
стоящую только из Солнца и двух планет. В изложении этих глав мы 
следовали, с незначительными изменениями, извесхному руководсяву 
Шарлье, который превосходно выясняет сущность разбираемых вопро- 
сов, не углубляясь далеко в дебри вычислительной техники. 

Проф. С. А. Казаков, уже будучи больным, просмотрел всю руко- 
пись этой книги и сделал автору ряд ценных н важных замечаний, 
которые были приняты с глубокой признательностью и которые в зна- 
чихельной степени уменьшили неизбежные недостачки этой книги. Ли- 
пенный возможности выразить проф. С. А. Казакову свою глубокую 
благодарность, авзор счел своим долгом посвятить эзу книгу памяти 
ее первого внимательного читателя и строгого критика. з 

Кроме уже упомянутых сочинений, мы пользовались при составлении 
этой кннги следующими руководсувами: 

1) Раюбек, Гле Майетабзснеп ТНеонеп @4ег Р!апееп-Везевип- 
еп, 1888. 

2) Т1ззегапа, Чханё 4е тёсашдие сшезе, у. 1, 1889. 

3) СпагИег, Ге МеснашК вез Ниптез, Ва. Ъ 1927. 

4) Ротсаге, 1ебопз 4е шёсашане саезе, у. 1, 1905. 


Москва, январь — июнь 1936 г. 


Г. Дубошин 
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$ 1. Задачи небесной механики и исходные прииципы нх раз- 
решения. Небесной механикой называется отдел астрономии, в котором 
изучаюлся движения И формы небесных тел или, лучше сказазь, небес- 
ных объектов. Последнее понятие одннаково включает в себя как 
ничтожнейшие частицы космической пыли, хак и крупнейшие звезды, 
а также целые звездные системы и туманнос\и. Изучить движение какого- 
либо небесного тела эхо значит, — с одной стороны, установить общие 
законы, характеризующие его движение в целом, а с другой стороны, 
получить возможность определять для всякого момента времени поло- 
жение и скорость ела, по отношению к другим телам вселенной. Эчи 
две части исследования всикого движения известны под названиями каче- 
ственного и количественного анализа движения и не могут быть отде- 
лены одна от другой в том случае, если мы ставим своей целью воз- 
можно более полное изучение явлений, окружающего нас мира. 

Как известно из механики, движение всякого тела разлагаечся на 
ноступахельное движение его цептра тяжести, па вращение вокруг 
цеитра зяжестн и на изменение формы зела. Эти три части движения 
также, строго говоря, не могут быть озделены одна от друг ой и должны 
рассматривачься совместно. 

Всякое движение происходит вследствие совместного дейсявия ряда 
сил. Для того чтобы изучизь движение, необходимо збчно знать харак- 
чер каждой силы и законы, определяющие ее изменение. Если +0 и 
другое известно, то нзучение движения сводится, согласно принципам 
механики, к решению некоторых диференциальных уравнений и к по- 
следующему исследованию эфих уравнений и их интегралов. 

к сожалению, силы, обусловливающие движения небесных чел, или 
небесных объектов, чрезвычайно многочисленны и разнообразны по 
своему характеру и происхождению. Законы, определяющие их изме- 
нения, в некоторых случаях известны только приблизичельно, а в лру- 
РИХ случаях и совершенно пеизвестны, вследсявие чего изучение дви- 
жений, с абсолютной точиостыо и во всех подробностях, становится 
Фактически невозможным. Поэтому мы оказываемся вынужденными 
отказазься заранее оф такой явно безнадежной задачи и заменить 
ее другой, более простой задачей — приближенным исследованиел дви- 
жений небесных чел. Эта задача приводит нас к хорошо известному и 
ироко примеияющемуся почти во всех отрасчях знания методу после- 
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довательных приближений, основная идея которого состоиз в замене 
сложной задачи рядом более простых, более доступных задач. Приме- 
няя этот метод, мы сначала упрощаем нашу задачу, отбрасывая все 
усложняющие ее обстоязельства. Эта первоначальная упрощенная зада- 
ча, конечно, значнтельно отличается от действительной задачи, Но мы 
и не считаем полученное решенне упрощенной задачи действительным, 
а говорим только, что мы получили нервое приближение к действи- 
тельности. Учизывая затем так или иначе некоторые из отброшенных 
вначале обстояхельсв, мы строим другую задачу, решение которой 
доставляет нам второе приближение к действительности. Такнм же 
образом мы поступаем и далее, строя третье и последующие прибли- 
жения и получая решения, все менее и менее отличающиеся от дей- 
ствизельности. 

Первым шагом на эхом пути последовахельных приближений является 
отбор тех сил, характер изменения которых достаточно хорошо изве- 
стен или, по крайней мере, можех считаться достахочно чвердо уста- 
новленным. Все прочие силы мы соглашаемся (по крайней мере вре- 
менно, в нескольких первых приближениях) не рассматривать и про- 
водим исследования чак, как будто бы они совершенно не существо- 
вали. Следуя этому принцилу, небесная механика сосредоточиваех свое 
внимание прежде всего на силах призяжения, происхождение и при- 
рода которых хотя до сих пор и неизвестны, но наличие которых было 
установлено великим Ньютоном в знаменитом законе всемирного чягоче- 
ния, который и до сих пор еще почти всегда соглашаючся считать 
основным законом природы. 

Другую категорию сил, существование которых не вызывает ника- 
ких сомнений, так как их проявления известны нам из повседиевного 
опыта, составляют силы сопротивления среды. Существуют также неко- 
хорые другие известные категории сил, действия которых иногда должны 
приниматься во внимание 1), но в нашем курсе мы будем рассматривать 
исключительно силы притяжения, соглашаясь счихазь, как уже было 
указано выше, все прочие возможные силы несущесчвующими. 

Таким образом предметом исследованнй небесной механики является 
следующая задача: 

Изучить движении иебесных тел, допуская, что ий них 
действуют только силы взаимных притяжеиий, определяемые 
законом всемириого тяготения Ньютона. 

Закон всемирного чяготения, явзяющийся основным фундаментом 
небесной механики, хорошо нзвестен в настоящее время каждому зиколь- 
нику. Формулируется этот закон следующим образом: 

Всякая материальиая частица притягивает каждую другую 
материальиую частицу с силой, прямо пропорциональной про- 
изведению масс этих частиц и обратно пропорциональной 
квадрату нх взанмного расстояния. 

Обозначим через т и №” массы двух материальных частиц и через 
т их взаимное расстояние. Согласно закону Ньютона каждая из этих 


з) Таковы снла отталкивания, сила лучевого давления, электромагнитные 
снлы и др- 
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частиц, находится под действием силы, направленной к другой частице 
Е 


и равной по величине тие 

ГО 
гле {}— коэфициент пропорциональности, численное значение которого 
зависит от выбора единиц расстояния, времени и массы. Этох коэфи- 
циензт называезся постоянной тяготения. Заметим, кстази, что, в целях 
упрощения формул, осповные единицы выбираюзся иногда таким обра- 
зом, чтобы постоянная ляготения также равнялась единице. 

Установив характер действия сил, которые мы соглашаемся рассмат- 
ривать, мы можем теперь составить диференциальные уравнения движе- 
ния небесных ‘чел относительно какой-нибудь подходящим образом 
выбранной системы координат и притти таким образом к чисто 
матемалической задаче, решение которой и составляет главную иель 
небесной механики. Олнако сформулированная нами задача также 
не может быть не только разрешена, но даже и поставлена, хозя бы 
по той простой причине, что большинство небесных тел еще не открызо 
и © каждым дпем открываются новые, до сих пор иам неизвестные 
небесные хела- 

Поэтому мы оказываемся вынужденными рассматривать только иИз- 
вестные тела, кохорые могут наблюдаться с достаточной уверенностью 
при помоши наших астрономических инструментов- В силу этого сама 
залача о совместном исследовании движений всех чел вселенной, как 
бы она ни была заманчива, теряет смысл, и мы должны ограничиться 
рассмотрением только какой-нибудь одной из известных звездных си- 
стем. Это ограничение достаточно оправдывается тем соображением, 
что звездные системы, вообще говоря, находятся на чрезвычайно боль- 
ших расстояниях одна от другой, вследствие чего силы призяжения, 
действующие ох одной звездной системы на другую, исчезающе малы 
ло сравнению с силами притяжения, господствующими в каждой о1- 
дельной системе. Таким образом мы можем, например, рассматривать 
солнечную систему изолированно оф всех прочих звезд, делая при этом 
фактически допущение, что солнечная система как бы находится одна: 
во всей вселеиной, что больше иичего во вселенной не существует. 
Точно так же мы можем рассматривать изолированно систему двойной 
ИЛИ кратной звезды, или звездное скопление, или туманность. 

Вследствие всего изложенного сформулированная нами ранее задача 
несколько улрощается и зеперь может быть сформулирована слелую- 
щим образом: 

Изучить движения иебесных тел, прннадлежащих к какой- 
иибуль одной космической системе, допуская, что кроме этой 
системы во всей вселенной больше ничего не существует, и 
полагая, что движения тел в системе определяются закойом 
всемирного тяготеиия Ньютона. 

8 2. Задача о движении изолированной системы. Как известно. 
из механики, центр чяжести т) материальной системы, неподвейкенной 


‚ 


1) Злесь правильнее было бы сказать „центр масс“, а не цеитр тяжести. 
Мы будем, однако, в последующем изложении всюду употреблять последний 
зермин, усповившись раз навсегда подразумевать под центром тяжести меха- 
нической системы ее центр масс. 
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пействиям внешних сил, движется в абсолютном пространстве ипряло- 
линейно и равномерно. Так как мы согласились изучать любую звезд- 
ную систему изолированно от всей остальной вселенной, то всякая ча- 
кая система (например, солнечная система) всегда будет облалать ука- 
заиным свойством. Это свойсчво определяет движение рассматриваемой 
системы в целом и позволяет ограничиться исследованием движений тел 
системы относизельно общего центра чяжести. Действительно, если мы 
сумеем определить движение любого чела системы, относительно ее 
центра тяжести, то уже без всяких затруднений сможем определить 
движение этого тела, относительно абсолючной системы координат, так 
как двнжение центра тяжести системы нам известно. 

Но и эта задача еще чрезвычайно сложна и мы вынуждены опять 
вносить в пее некоторые упрощения. Прежде всего мы строго ограни- 
чим число тел в сисгеме, выбирая из всех тел системы только наиболее 
крупные, обладающие наиболыней массой по сравнению с остальными 
более мелкими, которые мы в первом приближении исключаем из рас- 
<мотрения. Такой отбор оправдывается тем, что тела, обладающие очень 
малыми массами, оказывают крайне слабые влияния на тела с большими 
массами, и мы можем счихать в первом приближении, что эти влияния 
просто равны нулю. Отметим тут же, что мы не можем считать закже 
равными пулю влияния тел с большими массами на тела с малыми мас- 
хами. Действичельно, ускорение, вызываемое притяжением массы т’ 


массой #1, равно [ › олкуда слелует, что на одинаковом расстоянии 


ускорение, сообщаемое телу притяжением малой массы 1, также мало, 
но если масса 1 велика, то это ускорение может быть весьма большим. 
Поэзому, исследовав очдельно движение больших масс, мы должны за- 
тем дополнительно исследовать движения малых масс, под действием 
сил притяжения больших, двигающихся уже известным образом. 

Второе упрощение мы внесем в нашу задачу, соглашаясь рассмазри- 
звать поступательные движения центров чяжести тел системы отдельно 
от вращазельных движений тел и от изменений их формы. Изучив пред- 
варительно движения центров тяжести, мы можем затем исследоваль вра- 
щения хел и изменения их формы, учитывая уже известные поступа- 
тельные движения. 

Таким образом в первом приближении, по существу, мы делаем до- 
пущение, что тела рассматриваемой системы суть тела абсолютно чвер- 
дые, что, конечпо, не вполне соответсвует действительности. Точно 
хак же мы допустим, что массы зел системы не изменяюхся с зечением 
времени, т. е. что они суть величины постоянные. Такое допущение 
также не соответствует действительности, но может быхь принято в ка- 
честве первого приближения, ввиду чрезвычайно медленного изменения 
масс небесных тел. Наконец, мы в первом приближении совершенно 
пренебрежем эффектом сопротивления среды, так как вещество, находя- 
щееся-мв межзвездном пространсгве, несомненно, находится в храйней 
степени разрежения и не можег оказаль значительного влияния На дви- 
жущиеся в нем чела 

Наконец, последнее упрощение, которое мы сделаем в первом прибли- 
жении, заключается в чом, чзо мы отвлекаемся от линейных размеров 
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тел и успавливаемся все тела системы считать материальными тоц- 
нами. Возможность последнего упрощения будет обоснована в следую- 
ем параграфе. 

В конце концов мы приходим к следующей задаче: 

Изучить движение системы, состоящей из некоторого ко- 
нечного числа материальных точек, обладающих постоянными 
массами и движущихся в абсолютно пустом простраистве под 
действием сил взаимных притяжений, определяемых законом 
всемирного тяготения Ньютона. 

Сформулировавная задача представляет собой, очевидно, некоторую 
искусственную, математическую схему, которая, строго говоря, со- 
вершенно не соответствует реальной физической задаче, которую мы 
заменяем в первом приближении этой схемой. Однако ввиду малости 
факторов, отброшенных в первом приближении, движения материальных 
точек в нашей схеме будут мало отличаться от движений реальных 
небесных тел, по крайней мере в течение некоторого конечного, ие 
очень большого промежутка времени. Это вполне подтверждается наблю- 
лениями, показывающими, что отличия искусствепиой математической 
теории от действительности, вообще говоря, очеиь малы. В редких спу- 
чаях обнаруживаются сколько-нибудь значительные отклонения, ио они 
все-таки существуют и это показывает, что ограничиться только одиим 
первым приближением нельзя. Это заключеиие сдепается еще более 
справедвивым, если мы захотим распространить иашу приближениую 
математическую теорию на очень большие промежутки времени, так как 
в этом случае отклонения теории от действительиости могут сделаться 
настолько большими, что неудовлегворительиость первого приближеиия 
окажется совершеино очевидной. 

Пээтому совремеиная небесная механика не может ограничиться 
только исследованием движений материальных точек, а обязана рассмат- 
ривать также и второе и последующие приближения, вводя в Фсиовную 
задачу те или иные из числа факторов, которые были первоначально 
отброшены. Все эти замечания делаются для того, чтобы у изучаю- 
щего не создалось пожного впечатления, что небесиая механика пред- 
ставляет собой отвлечеиную математическую теорию, совершенно ие 
считающуюся с действительностью, тем более, что в нашем вводиом 
курсе мы будем рассматривать исключительно выше сформулированную 
математическую схему как первое приближение, как первый необхо- 
димый шаг на пути изучения иауки о движеиии действительных небес- 
ных тел под действием реальных сил природы. 

Математическая схема, которую мы кладем в основу нашего курса, 
несмотря иа ее явное несоответствие действительности, является весьма 
удобным и гибким аппаратом, могущим быть приложенным к прибли- 
женному исследоваиию многочислеиных и разиообразных задач астроно- 
мии и даже других областей зиаиим. Движения больших плаиет солнеч- 
ной системы и движения звезд в звездиом скоплепии, движения спутни- 
ков, например Юпитера, и движение малой планеты или кометы, дви- 
жение мельчайшей частицы космической пыли и движение сгущения в 
первоначальной туманности — все эти задачи, по крайней мере, на пер- 
вом этапе своего исследования осиовываются на схеме движения мате- 
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риальных точек. Даже свободный полет межпланетного реактивного 
корабля *) или движение электропов в атомной системе исследуются 
прежде всего как движения материальных точек. Ввиду такой искию- 
чительно важной роли понятия „материальной точки“ вполне уместно 
дать здесь ему точное определение. В механике и в физике материаль- 
ная точка определяется следующим образом: 

Материальной точкой называется тело, линейные размеры 
которого весьма малы по сравнеиню с расстояниями, могу- 
щими играть роль в его движении. 

Таким образом, например, Земля в ее движении вокруг Солица мо- 
жет рассматриваться как материальная гочка, ио та же Земля не может 
счигаться материальной точкой, если рассматривается ее вращение 
вокруг оси. В системе двойной звезды с очень большим взанмным рас- 
стоянием компонеиты могут также рассматриваться как материальные 
точки. Вообще всякие две частицы вещества, притягивающиеся по за- 
кону Ньютона, могут быть рассматриваемы как материальиые точки. 
Заметим, что по существу, отвлекаясь от формы и линейиых размеров 
тел, мы этим самым как бы считаем их точками геометрическими, но 
обладающими конечными массами и могущими поэтому оказывать друг 
иа друга действия притяжеиия. 

Необходимо твердо помнить, что понятне „материальная точка“ есть 
понятие относительное, что одио и то же тепо в зависимости от усло- 
вий задачи может или не может быть рассматриваемо как материальная 
точка. 

$ 3. Притяжение двух тел, обладающих сферическим распреде- 
лением плотностей. В предыдущем параграфе мы условились счигать 
все тела рассматриваемой звездной системы материальными точками. 
Возможиость такого допущения оправдывается, во-первых, тем, чго не- 
“бесные тела имеют приблизительно сферическую форму, а во-вторых, 
тем, что разделяющие их расстояния весьма велики по сравнению с их 
линейиыми размерами 

В настоящем параграфе мы докажем прежде всего следующую 
теорему: 

Тело сферической формы, обладающее сферическим рас- 
пределеиием плотностей притягивает находяшуюся вне ето 
материальиую точку так, как ее притягивала бы другая мате- 
риальная точка, помещенная в центре тяжести тела и имею- 
щая массу, равную массе тела. 

Пусть ‘мы имеем тело, ограниченное сферической поверхиостью и 
имеющее такую структуру, что его плотиость зависит только от рас- 
стояния до центра тела. Тогда геометрические места точек тела, имею- 
щих одинаковую плотиость, будут также сферическими поверхиостями, 
концентрическими с виешней поверхностью тела, и мы будем говорить, 
что тело обладает сферическим распределением плотностей. Обозна- 
чим через а радиус внешней поверхности тела, через © — расстояние 
какой-нибудь точки тела до его цеитра и через и — плотиость тела 

1) Полет межпланетного корабля во время действия его реактивного дви- 


гателя, равно как и полет ракеты в земной атмосфере, должен рассматриваться 
как лвижение материальной точки убывающей массы. — Прим. ред. 
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Ввиду принятого усповия, и будет фуикцией только от @, опрелелеи- 
ной в промежутке измеиения @ от О доа, 
в=р®)- 
Мы допустим, сверх того, что функция /#(6) иитегрируема в промежутке 
от 0 до @. Для того чтобы вычислить притяжение телом материальной 
. т 
точки, находящейся на расстоянии Ю (Ка) от центра тела *), 
ь г 

нам достаточно вычислить потеициал тела на эту точку, так как нам 
известно из теории потенциала, что составляющая силы притяжеиия по 


Черт. 1- 


какому-нибудь направлению пропорциональиа производной от потеи- 
циала, взятой по этому направлению. Обозначая потеициал тела через 


{7, имеем - 
ат 
{== д УВ 


тде 4т — элемент массы тела, Г — расстояние от @т до точки Р, и 
интегрирование распространено на объем шара радиуса а. 

Опишем из центра тела шар радиуса о и вообразим две кониче- 
ские поверхности с вершинами в О, с углами раствора 2фи 2(Ф-+ 4$) 
ис осью ОР (черт. 1). Поверхиость сферического пояса АВВ’А’, 


вырезаемого этими коиусами, будет равна 
203 зшфаф- 

Масса слоя, заключеиного между двумя конусами и двумя шарами 
с радиусами о и 0+ 46, будет, очевидио, 


ат == 2 ло? (6) эт ф @ф 0. 


Подставляя это выражение дия @т в формулу для Ц и иитегрируя 
по о в пределах от 0 до а и по ф в пределах от 0 до ля, мы полу- 
чим искомое выражеиие для потенциала иашего тела иа внешнюю 
точку Р: 


Чтобы вычислить интеграл, введем вместо перемениой ф переменную Г. 


1) Ввиду сферического распределения плотностей, центр тяжести тела, 
очевидио, совпадает с его геометрическим центром. 
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Из треугольника ОАР мы имеем 
7? == 0 К? — 20 с05$, 
откуда получаем 
га’ = оЮ зтф@$. 


Так как при изменении ф от 0 до я г измеияется от А — одо А | 6. 
то мы имеем 


р а ке 
От [206 А ат, 
Г Ро 


откуда получаем 


а 
|= т ор (6) @6- 
о 


Но, обовначая через М полную массу гела, мы, очевидно, будем 
иметь 


а 
М=Ал } он (о), 
у 


в силу чего выражение для потенциала принимает вид 
м 
И = —, 
а это есть потеициал материальной точки, масса которой равна М. 


Так как потенциал рассматриваемого нами тела не огличается от 
потеициала материальиой точки, масса которой равна массе тела, то и 


Черт. 2. 


притяжение тела будет такое же, как и притяжение материальной 
точки, а следовательно, наша теорема доказаиа. 

Рассмотрим теперь два тела А и А’, каждое из которых обла- 
дает сферическим распределением плотностей, расстояние между цент- 
рами которых опять обозиачим через Ю. Пусть М и М' будут массы 
этих тел (черт. 2). 

Согласно только что доказанной теореме каждый элемеит 011 теза А” 
притягивается тепом А так, как будто вся масса тепа А сосредоточена 
в его центре О, т. е. с силой, иаправленной к О и равиой по вели- 
чине 

Мат 
7 22 ‹я 
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Для того чтобы вычислить притяжение телом А тела А’, иужно, 
очевидно, иайти равнодействующую всех таких сил, приложениых к раз- 
пичиым элемеитам тела А’. Для этого перенесем точки приложения 
всех этих сил в точку О, через которую проходят все иаправления 
этих сил. Равнодействующая всех этих сии будет, очевидно, равна и 
противоположиа равиодействующей всех притяжений, испытываемых 
материальиой точкой с массой АМ, помещенной в О, со стороны всех 
элементов тела А. По доказаниой теореме эта равнодействующая будет 
иаправлена по прямой ОО’ и ее величина определится формулой 

мм’ 
Ге. 
Таким образом мы убеждаемся в том, что: 

Два тела, обладающие сферическим распределением плот- 
иостей, притягнвают друг друга так же, как притягивали бы 
друг друга две материальные точки, помещенные в центрах. 
тяжести этих тел и имеющие массы, равные массам тел, 

Если бы небесиые тена действительно имели шарообразную форму 
и обладали сферическим распределением плотностей, то их взаимные” 
притяжения в точности совпадали бы с притяжениями материальных 
точек, помещеииых в соответствующих центрах тяжести тел и имеющих 
соответственные массы, и сделаиное в $ 2 допущение нисколько не 
нарушило бы действительного положения вещей. 

В лействительности, небесиые тела не обладают строго шарообраз- 
ной формой, а распределеиие их плотностей в точности неизвестно *). 
Поэтому сделаниое допущение действительно являегся только при- 
ближеиным, и это приближение, в некоторых случаях, может быть даже. 
очеиь грубым, если расстояние Ю между центрами тяжести тел не очень 
велико.  счастыо, одиако, расстояния, отделяющие иебесные тела, 
весьма велики по сравнению с их лииейными размерами, и это обстоя- 
тельство действнтельно позволяет рассматривать небесные тела как 
материальные точки, как мы убедимся в этом в следующем пара- 
графе. 

8 4. Притяжение тел, лииейные размеры которых весьма малы 
по сравиению с разделяющим их расстоянием. Рассмотрим сначала 
притяжение некоторым телом А материальной точки Р, расстояние ко- 
торой до центра тяжести тела А весьма велико по сравнению с лиией- 
ными размерами тела. Примем за начало координат центр тяжести А 
и проведем ось Ох через точку Р (черт. 3). 

Расстояние ОР обозиачим через Ю, переменное расстояиие от Р да 
элемента 4 тела А обозначим через г, расстояиие 4 до О — через Г”. 
координаты элемента (и — через х, у, 2. Сила притяжеиия, действую- 
щая на точку Р, определяется потенциалом Ц теза А на точку Р: 


гле интегрирование распространено иа весь объем тена А. 


о В 


ОВ ленствительности,, небесные тела, коиечио, не обладают сферическим 
распределепием плотностей 
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Так как коордииаты точки Р суть (Ю, 0, 0), то мы имеем 


О п 


ИЛИ 
#2 
т? = 8 —2Юх+г, . 
«откуда получаем 


Так как по предположению линейные размеры тела Д весьма малы 


Черт. 3- 


х 
по сравиению с расстояиием К, то отношения > И будут очень 
малы, и мы сможем разложить выражение 
ый 
хвВ—г*\ 2 
Е Е 
5 
в сходящийся ряд по формуле бинома Ньютона. Считая величины р” 


й 


Га 
и Е малыми первого порядка и ограиичиваясь малыми до третьего 


порядка, мы имеем 


Умножая обе части этого равенства на {фт и интегрируя по всему 
<хбъему тела А, мы получаем 


ОЙ = Г. ДГат+ а хат аит 6-ГО ат +. 


Если М обозначает массу тела А, то 


]=м. 


Так как, данее, начало координат совпадает с цеитром тяжести 


тела А, то 
Г хат =0, 


ПРИТЯЖЕИИЕ ТЕЛ» ЛИНЕЙИЫЕ РАЗМЕРЫ КОТОРЫХ ВЕСЬМА МАЛЫ я 


и мы получаем 


ыы в 2—1") ат 
Иа ДВ -Гт +... 
Так как г’ есть расстояиие ат от иачала координат, то 


мау а, 
откуда получаем : 
жг” — (24 22), 


в силу чего выражение для потенциала и примет вид 
мот „а з а 
Е п 2-22) ат... 
ие гм ов ./` 0" +29 @т + 


Обозначим теперь через { момент инерции тела А отиосительно 
прямой ОР и через А, В, С главные момеиты инерции этого тела, 
отиосительно его центра тяжести. 

Как известио из механики, 


та и Дочь 


в силу чего выражение дня потенциала может быть иаписано следую- 
щим образом 
И М АВС! 
г 283 ты 

В полученном выражении первый член есть не что иное, как потенциал 
материальной точки, находящейся в цеитре тяжестн тена .А и имеющей 
массу М. Второй член представляет собой мапую величииу третьего 
порядка и может быть отброшен, так же как и все последующие члены, 
в том случае, если расстояние Ю весьма велико. 

Заметим еще, что добавочиые члены в выражении для потенциала 
стаиовятся малыми не только потому, что Ю велико, но еще и потому, 
что формы небесиых тел достаточно близки к шарообразиым. Действи- 
тельно, еспи бы тело А было шаром, обладающим сферическим распре- 
делеиием плотностей, то мы имели бы ^ 


АЕВ=С=Ь 
и тогда, как мы видели в предыдущем параграфе, в выражеиии для 
м 
потеициала остался бы только один первый чнен в. В действительно- 


сти, небесиые тела не шары, во по форме близки к шарам. Поэтому, 
хотя А, Ви С не равиы Г, но отличаются от него лишь незначительис, 
вследствие чего величииа А -- В-Е С — 31 обыкиовеино оказывается ма- 
лой, и мы можем пренебречь уже вторым членом в выражении для Ц. 
Тогда 
м 
НЕ 
а это и есть потеициал материальной точки с 


Я бани 
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форму, то мы можем считать без болыной ошибки, ‘что тело притяги 
вает материальиую точку так, как будто бы оно само являлось мате 
риальной точкой, с массой, равной массе тела. 

При помощи соображений, аналогичных тем, которые мы приводили 
в предыдущем параграфе, мы легко устаиовим, что то же справедливо 
и дня притяжения двух тел, расстояние между центрами тяжести кото- 
рых весьма велико по сравиению с линейными размерами тел, которые 
к тому же имеют приблизительно сферическую форму. Окоичательно 
мы приходим к следующему заключению: 

Если линейные размеры тел весьма малы по сравненяю 
с разделяющим их расстоянием, то мы можем принять, чт 
эти тела притягивают друг друга так, как будто они явля- 
ются материальными точками, помещенными в их центрах 
тяжести и имеющими массы, равными массам этих тел. Это 
допущение делаетси еще более справедливым , если тела имею 
почти шарообразную форму- 

$ 5. Основная задача небесиой механики. Рассуждения преды- 
дущих параграфов прнложимы (иногда, впрочем, с пекоторыми допол- 
нениями) к любой звездной сисгеме, но наиболее интересной и практи- 
чески важной для нас является, коиечно, солнечная система, одним из 
члеиов которой является Земля. Поэтому основной задачей небесной меха- 
пики считается задача о движениях, происходящих в солнечной системе 

Солнечная система состоит из Солица, больших планет и их спут- 
ников, малых планет, комет, метеоров и, наконец, большого койичества 
космической пыли. 

Следуя принципам, изложенным в предыдущих параграфах, мы 
прежде всего упростим задачу до такой степени, в которой оказывается, 
возможным применять методы математического анализа. 

Прежде всего мы исключим из рассмотрения влияние на солиечную 
систему всех других звезд и объектов, предполагая этим по существу, 
что солнечная система существует одна во всей вселенной. 

Затем все тела солнечиой системы, включая сюда и Солнце, мы 
будем рассматривать как материальные точки, что возможио или ввиду 
больших расстояний между телами, или благодаря их приблизительно 
шаровой форме, или по обеим причинам вместс. При этом каждую от- 
дельную плаиетную систему (т. е. планету со спутниками) мы будем 
рассматривать как одну материальную точку, помещающуюся в цеитре 
тяжести этой системы и имеющую массу, равную сумме масс планеты 
и спутииков. 

Так, например, мы будем считать одной материальной точкой си- 
стему Земля—Луна или систему Юпитера с его спутниками, вслед- 
ствие чего под движеиием больших планет нужно подразумевать, с0б- 
ственно говоря, движения цеитров тяжести каждой планетной системы- 
Нако ец, мы совершенно исключим из первоначального рассмотрения 
малые планеты, кометы, метеоры и космическую пыль. Поэтому основ- 
ная задача небесиой мехаиики может быть сформулирована так: | 

Изучить движения десяти материальных точек, представля- 
ющих Солнце, Меркурия, Веиеру, Землю с Луной, Марса со 
спутниками, Юпитера со спутниками, Сатурна с кольцами 


З 
. 
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и спутниками, Ураиа со спутиикамн, Нептуна со спутником 
и Плутона, допуская, что указанные материальные точки дви- 
жутся в абсолютно пустом пространстве под действием сил 
взаимных притяжений, определяемых законом всемириого тя- 
готения Ньютона. 

Исследованию этой основной задачи и будет посвящен наш курс, 
причем мы очеиь скоро убедимся в том, что ввиду значительных мате- 
матических затруднений эта задача ие может быть решена в настоящее 
время с полной строгостью и во всех деталях. Поэтому н здесь мы 
будем вынуждены встать иа путь приближений и нижеследующие 
главы будут посвящеиы прежде всего выяснению тех затруднений, ко- 
торые препятствуют решеиию задачи, а затем исспедованию тех классиче- 
ских методов, которые позволяют решить эту задачу приближенным путем. 

$6. Другие задачи небесной механнки, Перечислим те задачи не- 
бесиой механики, которые должны быть поставлены после разрешения 
основной задачи и которых в нашем вводном курсе мы выиуждены совер- 
шеино не касаться, нз боязни чрезмерио увеличить объем книги: 

а) Теория спугииков. Допустим, что осиовная задача так ипи 
иначе решена и что, следовательно, движение ценгра тяжести каждой 
отдельной планегной системы известио. Тогда иашей задачей явится 
исследование движений тел этой планетной системы (т. е. планеты и ее 
спутников} относителыю общего центра тяжести. Эта задача, назы- 
ваемая теорией спутииков, по существу вполне аналогична основной 
задаче, так как здесь также исследуются движения материальных точек 
под действием их взаимных притяжений. Впрочем, иногда в этой задаче 
появляются значительные осложнения, так как некоторые спутникн на- 
столько близки к осиовной планете, что последнюю уже нельзя считать 
материальиой точкой и в выражении ее потенциала приходится вводить 
добавочные чиеиы. Особениое место среди теорий спутников занимает 
теория Луны как ввиду её исключительной важности для практических 
приложений, так и благодаря исключительным трудностям, связанным 
с необходимостью принимать во внимание ие только форму Земли, но 
и изменения этой формы. 

Ь) Теория малых планет и комет. Ввиду исключительной 
малости масс малых плаиет и комет, движение каждого из этих теп 
можно изучать отдепью, принимая во внимаиие только влияние на него 
Солнца и больших планет, движение которых опять-таки предполагается 
известным. В большиистве случаев можно еще более упростить эту 
задачу, пренебрегая влиянием наименее крупных или наиболее далеких 
из больших планет. Например, можно получить достаточно хорошее 
приближение, допуская, что на малую планету или на комету действуют 
Только силы притяжения Солнца ‘и наиболее крупной планеты солнечной 
системы — Юпитера. Поставленная таким образом задача представляет 
собой частиый спучай так называемой задачи о трех телах. Малая пла- 
нета или комета считаются, коиечно, также материальными точками 
и притом, ввиду малости их масс, не оказывающими никакого внияния 
на движение Солнца и Юпитера. 

©) Теория вращения планет. Задача заключается в изуче- 
нии вращательного движения плаиеты вокруг ее центра тяжести, под 

2* 


20 ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ 


действием силы притяжеиия Солнца н иногда блнзких спутников. Глав- 
иое значение имеет теория вращения Земли, с которой связаны нек 
торые основиые системы координат, к которым мы относим положени; 
других небесных тел. 

4) Теория фигур планет. Задача заключается в определении 
формы, виутреннего строения и деформаций планет, вызываемых силам 
притяжения. Эта теория имеет также наибольшее значение для Земли, 

е) Теория движения перемеиных масс. Ввиду того чт 
масса Солнца непрерывно уменьшается вследствие излучения, резуль“ 
таты, полученные из предположения, что все массы иебесных тел оста- 
ются постоянными, оказываются не впочне соответствующими действи- 
тельности. Ввиду этого оказывается необходимым исследовать, како 
эффект окажет на движение планет непостоянство массы Солнца. Впро 
чем, это обстоятельство приходится учитывать только в задачах космо- 
гонического характера, где приходится рассматривать движения плаиет 
в течение чрезвычайно больших промежутков времени. Эта теория имеет 
также большое зиачение в задачах, занимающихся изучением движений 
звездных систем. , 

ТР) Теория движения в сопротивляю щейся среде. С этой 
задачей приходится сталкиваться чрезвычайно часто в космогонических. 
задачах. Теория имеет целью изучить эффект сопротивляющегося дей- 
ствия некоторой среды, в которой может двигаться небесное тело, по- 
добио тому, как, например, пуля движется в воздухе. `` 

Закаичивая эту гиаву, мы хотим еще раз подчеркнуть, что матема- 
тическая теория движения иекоторого количества материальных точек, 
которую мы будем рассматривать, является только первым приближе- 
нием задачи о действительном движении планет. Это первое приближе- 
ние, лаже в том случае, если бы оно могло быть проведено с абсолют- 
ной математической строгостью, всегда нуждается в исправдениях, кото 
рые приходится вносить, чтобы приблизиться к настоящей физической 
задаче. Характер этих поправок, определяющих второе, третье и по- 
следующие приближения, сильно зависит от общего состояния науки’ 
в рассматриваемую эпоху и несомненно, что еспи в настоящее время 
этих поправок приходится рассматривать не очень много, то с тече- 
нием времени, в связи с общим развитием иауки, число их будет сильно 
возрастать и может быть иедалеко то время, когда классическая иебес- 
ная механика, являющаяся предметом этой книги, окажется совершенно 
неудовлетворяющей запросам науки и когда поэтому придется созда- 
вать небесную механику заиово на основании новых принципов, быть 
может, совершенио отличных от совремеииых. 

Как известио, только что описанные явления нередко происходили 
в физике, химии, биологии и т. д. Ввиду того что небесная мехаиика 
существует не изолироваино, а входит необходимым звеном в общую 
цепь наук, изучающих природу, то, собственио говоря, даже нет ника-_ 
ких основаиий предполагать, что она останется неприкосиовениой и не-_ 
измеиной и не испытает глубокого переворота анапогичного тем, кото- 
рые происходили в других областях зиания. 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ В АБСОЛЮТНЫХ 
осях 


5 7. Задача о п--1 телах. В $ 5 мы сформулировали основиую 
задачу небесной механики, которая заключается в определении движе- 
вия десяти материальных точек, притягивающихся взаимно по закону 
всемирного тяготения и представляющих Солнце и большие планеты 
с их спутниками. 

Так как для вывода диференциальных уравнений движения и их 
основных свойств число материальных точек системы не играет суще- 
ственного значения, то мы поставим задачу несколько шире и будем 
рассматривать систему, состоящую из любого. конечного числа изоли- 
рованных материальных точек. Обозначая число этих точек через п - 1, 
мы прилем к задаче, которая обыкновенно называется задачей о п-+ 1 
телах *). Обозначим материальные точки системы буквами М, М», 
М., ..., Мы и соответствующие их массы буквами 1%, Ш, Ту, .-., Ти. 
В основной задаче небесной механики Л, обозначает центр тяжести 
Солнца, а М;, Мь, М.,... центры тяжести больших планет или систем 
болыших планет со спутниками. Так как больших планет известно де- 
вять, то в основной задаче п=9. Полагая в задаче о П-Р | телах 
п, 2,..., мы будем иметь, соответственно, задачу о лвух телах, 
залачу о трех телах и т. д. 

Все эти частные случаи общей задачи имеют в небесной механике 
важное значение и некоторые из них рассмазрнваются со всей возмож- 
ной детальностью. 

Возьмем теперь в пространстве абсолютную, неподвижную систему 
прямоугольных декартовых коорлинат 016. Обозначим координаты 
точки М, в этой системе через &, 7, б, а координаты какой-нибудь 
точки М; (1=1, 2,..., П) через &, 2, &. Эти координаты будут 
функциями времени Ё и наша задача состонт, таким образом, в опреде- 
лении 3(п-- 1) функций от одного независимого переменного. 

Составим диференциальные уравнения, которым должны удовлетво- 
рять функции &5, 7%, бои &ь 1, С. Пусть Ин обозначает расстояние 
межлу точками Л и М; нашей системы. 


1) Правильнее было бы сказать: задачей о п-7 материальных точнах, 
по термин тело напоминает нам о том, что мы имеем лело, хотя и с прибли- 
женной, но все же физической задачей. 
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Рассмотрим сначала точку ЛМ.. Эта точка находится под действием 
П сил, направленных по прямым Мь/М,, ММ», ..., МоМ» и равных по 
величине соответственно 


1 тот; } тот» } тот, 
т Бао 5 
Ай › ды ' 28, 


Проекции этих сил на координатные осн по величине и знаку будут 
соответственно равны 
от #50 ром 1—0 РЕ —60 
о 4’ 4? 2; Ая 


о 


Е 
и 
Поэтому диференциальные уравневия движения точки Му будут 

иметь следующий вид: 
а - &— 


ВЕ: ВС 
то-де = Йо 2, + Ипоть 


(Л № 72—Ж® = 
то-де = ИЯ + Рпоть — д +. ть т 
з 


о #—б "— 
тот: = Рота РУХ Е Рот № |... т 


где, очевидно, 


Аа = (65 — 8) Ро — (6—5). (2) 
Точно так же составляются уравнения для любой из остальных то- 
Ч ЛИ А о-о АИ 
На каждую точку М; действует И сил, направленных по прямым 
М:Му, М.Мь,..., М.М» и равных соответственно по величине 


тит, 


Проекции этих сил ва коордиватные оси по величине и знаку будут 
соответственно равны 
туп; &—& тут, 9; — 1; тут об 


— 2% 1 28 1 
- б 
№ 4; * а 5 эх а 


где 
ит 

Поэтому диференциальные уравнения двнжения точки Л будут 

иметь вид 

ЧЕ, 

2$ 

мет 


@23; 


Е 


ее 
Ы пе 
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где 
ПЕТЬ Я выар 


Расстояние Ду; определяется очевидной формулой 
д — А-а — --(— 9 9-0. (4) 

Уравнения (1) и (3) представляют сисгему 3(п-- 1) совместных, дифе- 
ренциальных уравнений второго порядка, определяющих неизвестные 
функции бар ко бы в р @ъееос Вы Зо би 

Пусть & есть некоторый определенный момент времеви, который 
мы условимся рассматривать как начальный. Как известно из теории 
диференциальных уравнений, для полного определения функций, удовлет- 
воряющих уравнениям (1) и (38), необходимо еще иметь начальные усло- 
вия, т. е. численные значения этих функций и их первых производных 
в начальный момент Ё. Полагая для сокращения 


О: # - @ я ь 
ар = 55 ае == № ея @=0,12,..., П), 


мы обозначим систему начальных значений следующим образом 


О С) с ( 0 50). . Е 0) 500). 
м 


:0 -® #0. 9 © $ 50) 20) 2@ 
Е, о; МО, 5, ф, бо. 


(5) 


Задача о движении системы п--1 материальных точек приводится 
тогда к следующей математической задаче: 

Определить функции 1) &» бо, &ь 1, бь-- 2 би» Я С», 
удовлетворяющие совместно уравиениям (1) и (3) и приннма- 
ющне при {= & заданиые наперед значеиия Ви. }), м, 8 
30, ©. , =, 1®, 20, вто время как их первые произ- 
водные принимают также заданные наперед значения 89, © 
8. 20, 1, О, --9 ЕС И в Функции &, 7, бо, 61» ль 
С1,..., Е № бь должны быть определены для всех значений 
времени, начиная от начального момента Ъ ил < =). 

Эта залача состоит из двух важных частей: из количественного 
и качественного анализа уравнений (1) и (3). Задача количественного 
анализа заключается в определении численных значений функций &, 
20, бо, & Ть бь--° Я Чт ба и их первых производных для всяного 
момента времени, что определяет положение и скорость каждой точки 
системы. Задача качественного анализа заключается в определении 


1) Функция пазывается определенной в каком-либо промежутке изменения 
независимой переменной, еслн известны свойства фупкции в этом промежутке 
и дан регулярный процесс, при помощн которого можно вычислить значение 
фувкиии для любого значения независимой переменвой в эти промежуткн- 

2) Определяя лвиженне для всех значений времени от № до со, мы узнаем 
судьбу рассматриваемой матернальной системы в будущем. Чтобы узнать 
также прошедшую судьбу системы, нужно, очевндно, определить движение 
также для всех значений времени от & до — со. Полное знание всей судьбы 
системы нам доставляет определение ее движения для всех значений времени 
от —с до +. 
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свойств и поведения неизвестиых функций при изменении времени от & 
до со (или от —со до --с9). Решение этой задачи позволяет устано- 
вить общие свойства движения системы, как, вапример, форму и распо- 
ложение траекторий точек системы, геометрические свойства этих траек- 
торий ит. п. 

Если эти две задачи решены, например для случая солнечиой си- 
стемы, то этим полностью определяется первое приближеиие задачи 
о движении больших планет. Для практических целей это первое прибли- 
женне большей частью оказывается достаточно удовлетворительным, во 
при решении космогонических вопросов, а также в случаях, когла 
требуется большая точность, необходимо принимать во виимание и дру- 
гие, указанные выше, обстоятельства и рассматривать, таким образом, 
второе и следующие прнближения- 

$ 8. Силовая функция. Диференциальные уравнения (1) и (3) можно 
записать гораздо более просто, если мы обратим внимание на то, что 
правые части этих уравнений являются частными производными от одной 
и той же функции переменных &, 2» би, &» 7 бь---» биз а 

Действительно, положим 


тот! о Тот тот» \ 
и п 
1 Лол Ас? + Ао - | 
пить тут, | 
р | ©) 
аа ЕЕ | 
тт 
ти |, | 
Ари 7 


нто в сокращенной форме может быть написано так 


Уж ВОЕН 


Вычислим частные производные функции И по переменным &%, 7), бе, 
Я» бота Яр > 2„. Мы находим, например, 


0 Рот ЭАу Ипть 9» __ Ртит» ОА?) 
95 5: 0 о о А» 0% ^ 


Но из формулы (2) мы находим 


бе Ва Е 
Е ((=1,2,..., п), 
в силу чего получаем 


90 ие 


0 25 
= й 
д = Ио, рт т Пот» 


—& &— 
а, +. Ель де. 


1) Производные от всех остальных членов равны нулю, так как коорди- 
ната & входит только в выражения расстояний Ду,. 
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Аналогичным в находим 


90 7: —% %— № 

Е г 

от рот, В Плоть ря +... Е Рлть 2’ 

ги ры, и „—& 
4 — ый 

25 ртуть т Я Рпоть 7 +... Илоть т 


и точно такнм же образом ий 


&—& 
= к п 
=. = да в. НИМ 
90 %— 
В Пить И СЁ. рлыт, а. Айти —1 
00 0 — ре 1 —& 
= й в 
0 Рот 15 ПР 45: ва ия тит, 2, и— : 
причем, очевидно, что В 
Аа. 


Сравнивая полученные выражения частных производных с правыми 
частями уравнений (1) и (3), мы видим, что они соответственно одина- 
ковы. Поэлому уравнения (1) н {3) можно иаписать слелующим образом: 


в @ _д0 а _ 00 
и ве ‘оо ЧАР Е 

п. а _ 80 2.00 и бы _ 00 
Е о? Со "ОС. 

о а В И (7) 
в, 00 00 в 09 

По ае = 9? Те Эр» Тов в, ) 

или, более кратко, 
ФЕ 00 @; 00 а. 00 ь 
Поав —о5? ав =, Инав = 08 + > 


Функция И обладает, следовательно, таким свойством, что ее частные 
производные по координатам &, эн, $; равны составляющим равнолей- 


26 ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВИЕНИЯ ДВИЖЕМИЯ В АБСОЛЮТНЫХ ©СЯХ 


ствующей силы притяжения, действующей на точку ЛЁ по соответ. 
ствующим координатным осям. Поэтому функция И называется силовой 
функцией. Заметнм, что функция О зависит только ог взаимных рас- 
стояний точек Л, Ма, М»..., Ми и, следовательно, не зависит от 
зыбора системы координат 1). Отсюда вытекают два важные свойства 
силовой функции, которые мы сейчас выведем. 

Так как И не зависит от выбора координат, то &/ не изменится при 
параллельиом переносе начала коордииат в любом направленни. Пере- 
несем сначала начало координат р: направлении оси & на бесконечно 
малую величину а, вследствие чего все координаты &, &,... & полу- 
чат приращение а, а координаты 2%, 2». --> > 6., 6... > бы не изме- 
нятся. Ни одно из расстоявий Дь не изменится, так как эти расстоя- 
ния зависят только от разностей координат, а поэтому функция [91 
также не изменится и, следовательно, ее полное приращенне будег равно 
нулю. Но это приращение определяется формулой 


90 90 20 90 90 
ООО а За, +. + бь +. @ы © 


% так как в нашем случае 


а... бы, Фе... = 40, 
то мы получаем, сокращая на а, 
0. 0 Ш 90 
1 1 = 
а о 


Аналогичные равенства можно получить также, смещая начало коор- 
динат вдоль оси 2} и осн # В результате мы получнм три соотноше 
ния, которые можно записать в виде 


ы 
ви 9 т 
вв =, С = СЕ =0. (10) 


$ ==0 4=0 $50 


Соотношения (10) выражают первое из свойств силовой функини, 
которые мы хотелн получить. 
Точно так же И не изменяется при произвольном повороте системы 
координат, так как от этого ни одно из расстояний Из не изменяется. 
Повернем сначала систему координат вокруг оси & на бесконечно 
малый угол ф. Коорлинаты 6: (Ё=0, 1, 2,..., И) не изменятся, а коор- 
динаты & и 2: получат соответственно приращения ® 


— 9, 9: 


1) Важно отметить еще, что силовая функцня не зависит нн от произ- 
водиых а 5 Ва ни от временн (явыо). 

?) Действнтельно, обозначая новые коордннаты точкн М, через Е и 
(2; =0), мы будем иметь 

& = & 608 ф —; 5, {= а ф-- 0059. 
Ввнду малости угла 9, эф можио заменить самим углом, а с0$ф — еди- 
ииней, вследствие чего формулы преобразования примут вид 
&=& — Фщъь т = 9% 


= ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ЗАДАЧИ © П-|- 1 ТЕЛАХ й 


Так как Ы/ не изменяется, то ее полное приращение будет равно 
нулю, и из формулы (9) мы находим, сокращая наф, 


[2] [8] 90 00 90 ди 
А = +-& д, № 9Е т .. ОЕ ВЕ.— 0. 


Аналогичные равенства получим, вращая систему координат на беско- 
нечно малый угол ф вокруг оси & и вокруг оси 9. В результате полу- 
чатся три соотношения, которые напишем в виде 


Е а 


== 


ЧО 


Эти соотношения выражают второе авойство силовой функции. 
Отметим еще одно свойство силовой функции. Рассматривая выра- 

жение (6), мы убеждаемся в том, что {/ есть однородная функция пере- 
менных &0, %, ба р Ив бь--- ё» Я, би минус первого измерення. 
Поэтому, по теореме Эйлера об однородных фуйкциях, имеем 

п 

«(Е 90 90-00 

УЕ) =. (12) 

1-0 

$ 9. Первые интегралы задачи о и-+-1 телах. Как известно из 

теории диференциальных уравнений, система 3(п -- 1) диференциальных 
уравнений (8), определяющих абсолютное движение п-- | тел, всегда 
может быть заменена эквивалентной системой 6 (п -Е 1) диференцнальных 
уравнений первого порядка. Это приведение может быть произведено 
различными способами. Например, мы можем рассматривать компоненты 
скоростей точек Л, т. е. величины &%, 2, С»--., ба, так же как неиз- 
вестные функции времени, и тогда паша задача будет состоять в опре- 
деленни 6(п-[ 1) неизвестных функций (координат и компонентов ско- 
ростей), удовлетворяющих системе 6 (п -|- 1) диференциальных уравнений 
первого порядка, которая может быть написана в внде 


ок ба 5 а - 
и=е, щ= щ=б, | 
а, 00 а; до @& 00 и» 


ти Пу = тии = . 
а” МЫ ОО. п). 
РА 


откуда получаем 


Е Я» Ы—\ = 98. 
Разности 8 —& и ж—зи определяют приращения координат Е и эн при 
повороте системы коордипат вокруг оси & на бесконечно малый угол $. 
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Для того чтобы определить все неизвестные функцин, удовлетво- 
ряющие этой системе, нужно найти общий интеграл этой системы. Об- 
щий интеграл снстемы диференциальных уравнеиий первого порядка, 
как известно, представляется в виде системы иезависимых первых инте- 
гралов, число которых равно числу уравнений системы. 

Напомним, чтб называется первым интегралом системы обыкновен- 
ных диференциальных уравнений первого порядка: 

Первым интегралом системы обыкновенных диференциаль- 
иых уравнений называется соотношение, связываюшее иеза- 
внсимую переменную и искомые функции и прннимающее 
постоянное значение, если вместо неизвестных функций под- 
ставить любое решение системы. 

В силу этого определения всякий первый интеграл системы (13} 
вредставится в виде | 


= 
ср» бод ыы 55 ы т, 2 РЕ Е. ть Св) == сой$ё. (14) 
Вычисляя полную производную от функции Р по Ь мы получнм 


че Е |. ме 4: Ока, ОЕ а ОР а ОЕ ФЕ а; 
вм док а од оди " 


0 @ ‘д @ 0; @ 


Если мы подставим в нравую часть этого равенства вместо вели- 


чин &, 2, б, &, 1, @& функции, удовлетворяющие снстеме (13), то 
согласно уравнению (14) получим нуль. Отсюда следует, что если 
функция Е удовлетворяет условию 


я 
а 


3-0 
в 
11 /ОЕ 00 9200 | 9ЕдИ 
ее, 
т, 08; 05 ддт, 064 0, 


то, приравняв эту функцию произвольной постоянной, мы получим один 
из первых интегралов системы (13). 
Если мы имеем два первых интеграла системы (13) 
ИР М 17 ==, 


то они называются независимыми, если не существует никакого со- 
отвошения вида 


Ф(Е, БР.) =0. 


В противном случае интегралы вазываются зависимыми и левую 
часть одного из них можно выразить как функцию левой части другого. 

Общий интеграл системы (13), или, что то же, системы (8), изобра- 
зится, как уже было указано, системой 6(п-- 1) независимых первых 
интегралов, т. е. системой уравнеиий вида 


ЕВ о а Вы 7 9) = © 
((=0,..., би -- 6), (15) 
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гле С;— произвольные постоянные, а Ё; — функции указанных пере- 
менных, каждая из которых удовлетворяет тождеству (14), и которые 
полжны быть таковы, что никакие К из них не являются зависимыми 
(%=2, 3,... би -|- 6). Если общий интеграл найден, то из уравнений 
(15) можно, по крайней мере принципиально, определить величины &, 
о ое Фа» ть бл и бар бы озер ть р, би, как функции вре- 
мени Ёи бп --6 произвольных постоянных, разрешая уравнения (15) 
относительно неизвестных величин, что и составит полное решение 
нашей проблемы. 

Из би--6 первых интегралов системы (8), необходимых для 
полного разрешения задачи, известно, однако, только десять. Эти десять 
интегралов, которые мы рассмотрим в следующих параграфах, полу- 
чаются как простые следствия свойств силовой функции ( и имеют 
простое механическое значение. Таким образом нехватает бп + 6 — 10 = 
—6и — 4 интегралов, и это обстоятельство является первым источником 
тех затруднений, с которыми мы сталкиваемся при изучении движений 
небесных тел. 

Эти затруднения исчезают только в том частном случае задачи, 
когда П=1, т. е. когда мы имеем всего два тела, например Солнце 
и планету. Действительно, в этом случае остается найти еще только 
два интеграла, и эти недостающие интегралы действительно существуют. 
Таким образом задача о движении двух тел может быть полностью 
разрешена. В задаче о трех телах П==, и следовательно для пол- 
ного решения этой задачи недостает еще восьми интегралов. В основ- 
иой задаче небесной механики, в теорни больших планет, п=9, н 
следовательно для полного решения этой задачи недостает 50 первых 
интегралов. Несмотря на долголетние усилия многнх выдающихся мате- 
матиков, недостающие интегралы так и не были найдеиы, н поэтому 
задача об интегрировании уравнений (8) и в настоящее время нахо- 
дится в таком же состоянии, в котором она была во времена Эйлера 
и Лапласа. 

Отметим еще, что по существу для полного разрешения задачи 
нужно знать еще не 6ий—4 первых интегралов, а на один меньше, 
т. е. би —5. Это следует из того, что правые части уравнений (13) не 
содержат явно время, а поэтому порядок системы (13) может быть 
сразу понижен ва единицу, принимая за новую независимую перемен. 
вую вместо временн какую-нибудь из величин 6%, 770, 50... и, а, с, 
0, 2, о›-- 3 а, и, би. Но это преобразование обычно не достав“ 
ляет никаких преимуществ. 

Обратнмся теперь к рассмотрению тех известных десяти интегралов, 
© которых мы упоминали выше. 

$ 10. Интегралы движения центра тяжести. Подставляя в фор- 
мулы (10) вместо частных производных фуикции И, равные им значе- 
ния вторых производных из диференциальных уравнений {8), мы полу- 
Чнм следующие равенства, справедливые для всех значений &, 


п 4 и Е 
. < В Е; 
2 =0, Ут, У, 


#=0 $=0 
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интегрируя которые получаем 


в п п 
®) ЧЕ, А | [19 

— п Ша > ив д =аь, > т; пр =8., (16) 

1=0 450 40 


Тле @1, Чл и @, — произвольные постоянные интеграции. Уравнения (16) 
удовлетворяются тождественно, в силу уравнений (8), и поэтому’ 
являются интегралами системы (8). 

Уравнения (16), очевидно, можно также интегрировать. Выполняя 


это, находим равенства 
зе [2 ® 
Ута-аичь, Умара Утан=аи нь, @7) 
= ре 
тде 6,, 6» и В, — три новые произвольные постоянные. 

Уравнения (17) также удовлетворяются тождественно в силу уравие- 
ний (8) н, следовательно, также являются интегралами этих уравнений. 
Эти интегралы нетрудно представить в виде (15). Для этого разрешим 
уравнения (17) относительно произвольных постоянных 6, 6, 6, и за- 
меним постоянные @,, @», а, их значениями из равенств (16). Мы по- 


И 


лучим 

ГДЗ 

у тв — = 
2=0 

п п | 
Утв — 1 Ут в, аз. 
20 и (8 ; 

в п 

я < 

у пы: — Уи Я = 6. 

= = а 3 
= 10 


Уравнения (16) и (17) называются интегралами движения центра 
тяжести, так как эти уравнения определяют движение центра тяжести 
системы точек Му, М, Мь,..., М,. 

Действительно, обозначим координаты центра тяжести системы че- | 


рез &, 2, 2; как известно, эти величины определяются формулами 


п п т 
ДИРе п, Му= ® нар, МЕ =У т.с, (5) 
= 1—0. 
где 
М= \ т, 


0 


т. е. М есть полная масса всей системы. Из уравнений (19} при по- 
мощи интегралов (17) мы находнм 


МЕаЙ-е, Муай, = МЕ ый. = (09) 
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Эти формулы показывают, что центр тяжести движется по прямой 
линии, нормальные уравнения которой могуг быть написаны в виде 


в б— Ва 
г > а“ 
гле 


б=м и. 28 
Диференцируя уравнения (20), мы получим 
ЧЕ _ й и 
Ма =а, ме 95, ме 8. 


Это свидетельствует о том, что скорость центра тяжести остается по- 
стоянной. Обозначая эту скорость через 0, мы найдем 


т ПИ 
у =мИ@+е а ь 
Центр тяжести системы точек М. М,,..., М» движется от- 


носительно абсолютных осей координат прямолииейно и рав- 
номерно. 

Произвольные постоянные @,, @», @, 6, 6з, 6. определяются из 
пачальшых условий. Действнтельно, подставляя в формулы (16) и (18) 
вместо координат и компонентов скоростей их начальные значения (5) 
и вместо Ё начальное его значение Ё&, мы получим 

а 


ы: 
(0 \®) ” (0; 

а, = у п, аз р то, 

ть и п 


т я пы, = р т 
НТ 


п п 
$ м; 
6. = 2 пы — ,\ т. 
5 


Итак 


Е] 


Согласно интегралам центра тяжести солнечная система в целом дви- 
жется относительно неподвижных звезд прямолинейно и равномерно. 
Как известно, это движенне направлено приблизительно к созвездию 
Геркулеса и совершается со скоростью около 20 м/сек. 

$ И. Иитегралы площадей. Рассмотрим формулы (11). Подставляя 
в них вместо частных производных от функции [8 равные им значения 


вторых производных из уравнений (8), мы получим справедливые для 
всякого значения Ё равенства 


п 


© Ка Е; 
Ут т чи), 


1=0 


т 
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интегрируя которые получим 


где (3, с, н С» суть произвольные постоянные интеграции. 
Равенства (21) представляют собой соотношения внда (15), а по» 
этому являются первыми интегралами системы (8). Эти интегралы назы 


й 


Черт. 4. 


я 
> @ г 
= па (& ит Е. = 3, 


т 

Уи, (21) 
т 

Ума =} =», \ 


ваются интегралами площадей. Смыся 
М. этого названия заключается в слелую- 
щем: рассмотрим какую-нибуль точку Л 
системы; в своем движении относительно 
абсолютных осей она описывает некото 
рую пространственную кривую, проекци 
которой на коорлинатные плоскости сутё 


О 
Я плоские кривые. Пусть м > начальное 


“ [ 
положение точки и расстояние ом а 


начальный радиус-вектор. Пусть Л; — по- 
м, ложение точки в момент Ёи ОМ; — ра- 


диус-нектор точки в момент & 


проекции точек мо и ИМ; 
кость &Ой (черт. 4). 


Обозначая площадь, описанную проекцией радиуса-вектора за время 
{— В через Дь мы, как известно, имеем 


ЧА; @ а 
С 5 & 2 #Ят- 


Ар очевидно, есть проекция площади части конической поверхности 
омом, с вершиной в начале координат и направляющей — дугой 


траектории точки М:. Точно так же, обозначая через В; и С; проекции 
этой же площади на плоскости 706 н 2ОЁ, мы имеем 


ав; 4; @; ас; а @, 
ЕЯ. в НЯ. 


В; 9С; 


Величины То ТП = 
точки М, и интегралы (21) могут быть написаны в виде 


в я ® 
ал, аВ: % > 9с; х 
Нар == бз> ПЕ =бь еп = С. 
@ ыы ти ый 


> 


#=0 


и —= суть проекции секториальной скорости 


(22) 
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Таким образом мы убеждаемся в том, что 

суммы пронзведений масс точек снстемы на проекцни секто- 
риальных скоростей сохраняют постоянные значения во все 
время движения. 

Интегрируя равенства (22), мы получим 

п 


Ес, Ох ны; == соЁ- с.. (23) 


в 


п 
3 А, = 6-Е, р пьВь 
+0 


$0 #=0 
` Эти формулы показывают, что 
суммы пронзведений масс точек системы иа проекции пло- 
1. шалей, описаниых соответствующими раднусами-векторами, 


нзменяются пропорциональио времени. 

Отметим, что формулы (23) не являются интегралами системы (8), 
чак как величины Аь В; и С. выражаются интегралами от велнчин, 
в когорые входят координаты и компоненты скоростей, а не через 
сами координаты и скорости. Рассмотрим, далее, вектор, компоненты 
которого определяются формулами (21). Этот вектор называется векто- 
ром момента количества движения системы, и формулы (21) показывают, 
что во все время движения этот вектор сохраняет неизменную вели- 
чину и направление. 

Поэтому интегралы (21) называются еще интегралами моментов. 
Вообразим плоскость, проходящую через центр тяжести системы пер- 
пендикулярно к направленню вектора момента количества движения. 
Очевидно, что ориентировка этой плоскости относительно абсолютных 
осей остается неизменной во все время движения. Эта плоскость имеет 
важное значение в небесной механике, и мы еще встретимся с нею 
в следующей главе. 

Постоянные б1, бз, С», Которые называются постоянными площадей, 
можно определить из начальных условий (5). Мы имеем, очевидно: 


* (©; 0) 2(0; 
9 — 3%, 


1 0) (0 * (0 
а У, 


3=0 
т 
©) #0 
С 
+=0 


Величина вектора момента количества движения будет тогда равна 


0) . (0) 
: Я ). 


а его направляющие косинусы будут соответственно равны 
бт “. С2 (7 
Уе+е-че’ Уача-ча Уачача 


3 Дубощин 
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| 
. 
8 12. Интеграл живых сил. Мы уже получнли девять из десяти. 
известных интегралов системы (8). Остается получить еще один послед 
ннй интеграл. 
Для этого умножим каждое уравнение системы (8) соответственно 


не @, 4; 
ан, ти т И СПожим все полученные равенства. Мы получим 


т, и 4% _ 
но ае Ра вв} 


1% 
> ви ее СО [14 
= (= Я Тод а ТЕ, а, 
что, очевидно, можно переписать в виде 1) 
в 
ея (в) + (а) + (а) ‘я 
а д р Ц Не) ж/м 
Последнее равенство выполняется для всех значений {. Поэтому, ин-. 
тегрируя, получим недостающий первый интеграл системы (8) в виде 
\ 


. 
Е 
вт [а +) +) - 
н = 4 
г "а Ги м и, (24) 
где й — произвольная постоянная интеграции. | 
Уравнение (24) называется интегралом живых сил. | 


Обозначая скорость точки А относительно абсолютных осей че-. 
рез в, мы можем написать уравнение (24) в виде 


К аь ббння 


р Уи ОА. (25) 
а=0 
Но 5 тыл есть живая сила точки Мь, поэтому уравнение (25) пока- | 


зывает, что живая сила всей системы в какой-нибудь момент равняется 

значению силовой функции в этот момент, сложенному с постоянной 

величиной й, которая называется, обыкновенно, постоянной ‚_ 
сил. Перепишем уравнение (25) в виле 


РВ г Ут +(-О=А. 
$=0 
Первый член левой части последнего уравнения равен кинетической 
энергии системы. Второе слагаемое — представляет собой потенциаль- 
ную энергию системы Поэтому интеграл живых сил указывает еще на 
то, что 
во все время движения полная энергия системы сохраняет 
постоянное зиаченне. 


*) Действительно, правая часть равенства есть полная производная по # 
от свловой фупкции 4. 
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По этой причине уравнение (24) называется еще также интегра- 
зом энереци, а постоянная й — постоянной энергии. Численное значе- 
нне постоянной Й определяется из начальных условий (5), и мы имеем 


п 


д Ут + О 9 — 0 


1=50 
где 
1 1: В В 
ГУУ 439 
23 
и 


дру о р Ь-. 


Постоянную й можно также определить следующей эквивалентной 


формулой 
я 
= т 9 — Ц, 
+=0 
гле 


(0) #0) (0) (02 
= У + +. 
Очевидно, что о есть Начальная скорость точки М;. 


$ 13. Заключительные замечания о первых интегралах. Выпи- 
шем прежде всего найденные нами первые интегралы вместе. Шесть 
интегралов движения центра тяжести: 


и 
> р 
Ча: =@р 
== Е 
п 
л 4; 
> тие 
20 


п 
оз [9 

‹ п: ПП = @з, 
$=0 


Три интеграла площадей: 


“ т 
ХЕ ма т Е, Уи а ры 


рек 


в. 

ъл 4 [4 
о 
$=0 
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Из этих десяти интегралов только хри (а именно, вторая група 
интегралов центра тяжести) содержат время явным образом. В остал 
ные семь интегралов время явно не входит. 

Весьма существенным является также то обстоятельство, что левые 
части всех десяти первых интегралов суть простые алгебраические 
функции от координат и компонентов скоростей. При этом левые части 
интегралов центра тяжести суть линейные функции от упомянутых пе- 
ременных, а левые части интегралов площадей суть целые и однород» 
ные функции второй степени, и только левая часть интеграла жнвы. 
сил содержит координаты в знаменателе и под знаком квадратного корня. 
Этим свойством алгебраичности относительно координат и компонент 
скоростей обладают только найденные нами десять интегралов. 

Действительно, Брунс в 1887 г. доказал, что уравнения (8) н 
имеют никаких других ннтегралов, левые части которых являютс: 
алгебраическими функциями от координат и компонентов скоростей. 
Доказательство этой замечательной теоремы, однако, чрезвычайно длинн 
и сложно и здесь воспроизведено быть не может!). Отметим лишь для 
точности, что теорема Брунса имеет в виду новые иитегралы, не являю- 
щиеся комбинациями тех десяти основных интегралов, которые мы по- 
лучили выше. Иначе теорема не имела бы смысла, так как любая 
функция от левых частей уже известных интегралов, приравненная про- 
извольной постоянной, также является первым интегралом системы. Но. 
выведенные таким образом интегралы лля нас никакого интереса не’ 
представляют, так как общий интеграл системы (8) должен быть обра- 
зован независимой системой первых интегралов. | 

Заметим еще, что теорема Брунса вовсе не отрицает возможности. 
существования вообще алгебраических интегралов, отличных от десяти 
найденных. Так что может быть существуют такие первые интегралы, . 
левые части которых суть алгебраические функции от каких-либо дру- 
гих переменных, отличных от прямоугольных координат и компонентов 
скоростей. Действительно, из теории диференциальных уравнений из- 
вестны многие случаи, когда возможно найти интеграл уравнения, или 
системы уравнений, при помощи предварительного преобразования к ио- 
вым переменным. Впрочем, для системы (8), как уже было указано, 
кроме десяти найденных интегралов неизвестно вообще более ни од-_ 
ного интеграза не только алгебраического, но и вообще какого-либо. 
иного вида. ; 

Рассмотрим теперь, какую пользу может нам принести знание десяти | 
известных интегралов. 

Как известно из теорин диференциальных уравнений, знание каж- 
дого первого интеграла системы уравнений позволяет понизить йоря- 
док системы на одну единицу. Некоторое количество К независимых 
между собою первых интегралов позволяет понизить порядок снстемы 
на К единиц. Таким образом в нашем случае мы имеем возможность 
понизить порядок системы (8) на десять единиц. Выполнив это, 
мы получим систему би — 4 уравнений первого порядка между 


1) Брунс, собственно говоря, доказал указанную теорему для частного 
случая задачи, когда И = 2, т. е. для задачи о трех тевах. На общий случай 
теорема была’ распространена Пэнлеве в 1898 г. 


инь 
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бп 4 какими-нибудь из 6(п-Р 1) неизвестных функций ВЬ 9 & 
Это преобразование можно выполнить, либо исключая из 
уравнений (8) какие-нибудь десять из неизвестных функций, выражая 
их через остальные 6п — 4 при помощи десяти известных интегралов, 
либо выражая все 6 (п -- №) неизвестных функций через бп — 4 новых 
неизвестиых, которые могут быть выбраны совершенно произвольно, 
при том лишь условии, чтобы десять первых интегралов были тож- 
дественно удовлетворены. Получив тем или иным способом из системы 
{8} систему уравнений порядка 6п — 4, мы можем понизить порядок 
системы еще на одну единину, исключая время 1) и принимая, таким 
образом, за независимую переменную одну из неизвестных функций. 
Окончательно мы можем привести систему (8) к эквивалентной ей 
системе бп — 5 диференциальных уравнений первого порядка. 

Заканчивая эту главу, отметим еще, как выражаются произвольные 
постояиные интегралов через начальные условия. Из формул, приведен- 
ных в 5 10, 11 и12, видно, что постоянные @,, @» и а. зависят только 
от начальных значений компонентов скоростей. Поэтому @;, @ и @з 
определяются направлениями начальшых скоростей точек И И 
М... Ми. Постоянные 6,;, 6, 5., с, Са, С3 зависят от начальных 
значений и координат, н компонентов скоростей. Поэтому эти посто- 
янные' определяются положениями точек №, Мь,...„ М в начальный 
момент и направлениями их начальных скоростей. Наконец, постоян- 
ная й зависит только от начальных значений взаимных расстояний 
и скоростей. Поэтому эта постоянная определяется начальным располо- 
жением точек М, М,,..., М» и величинами их начальных скоростей. 

Все эти десять постоянных могли бы быть вычислены в том случае, 
если ‘бы из наблюдений возможно было определять абсолютные 
положения и абсолютные скорости небесных тел. В действительности 
же все положения и скорости небесных тел могут быть определены 
только относительно каких-нибуль других иебесных тел, а потому 
постоянные @;, @», @з» в, в, 6х, Сы, Сы, 63 и Й фактически вычислены 
быть не могут. 


В, Ть 5 


ве 


_ 1) Последнее, впрочем, возможно только в том случае, если слеланное 
Преобразование таково, что новые уравнения, так же как и система (8), ие со- 
держат явно времени #. Очевидно, что всегда возможно выбрать преобразо- 
вание, обладающее указанным свойством. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 
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6 14. Движение системы и--1 тел отиосительно ее цеитра 
тяжести. В $ 10 мы установили, что центр тяжести (центр массы). 
системы материальных точек Л, М,,..., М, движется относительно 
абсолютных осей коорлинат прямолинейно и равномерно. Это свойство | 
определяет движение всей системы в целом и позволяет нам ограви- 
читься изучением движений отдельных точек системы относительно ее 
центра тяжести. 

С этой целью преобразуем уравнения {) 

я 9 3: 9и #5; 9 
Итан. о Иод о "Ат са () 


носредством параллельного переноса начала координат в центр тяжести 
системы. Пусть С есть этот центр тяжести; его координаты относи- 


тельно абсолютных осей были нами обозначены через &, 7), 6. Обозна- 


чим через &, 2%, @; координаты точки М; относительно прямоугольной 
декартовой системы координат с началом в точке Сис осями, па- 
раллельными соответствующим осям первоначальной, абсолютной системы 
координат. Математически такое преобразование представляет собой 


не что иное, как замену переменных &;, эр, &; новыми переменными &, 
7, 6. при помощи формул 


-=&+& шеи +1, &ЕЕ+Ё (=0,1,2,....п). (@) 


Нетрудно составить диференциальные уравнения, определяющие новые 
переменные. Действительно, диференцируя формулы (2) по Ё два раза, 
мы получаем 

Сы _ 26 ФЕ 99 65 Е, 

а а Я ПЕ“ ав ав ПЕНИЕ ие 


Но в $ 10 мы вндели, что 


Е _ а 


ом 


ал _ в м 
Ш м 


а а, 
с01$, те со15ф, 


= с01$%, а 


\ 
2) Здесь переписаны те же уравнения (8), которые мы рассматривали 
в предыдущей главе. 
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откуда следует, что 
ФЕ 
ае 


и следовательно, 
а, 2 бы _@И 65 в 
аг ^ ав? а ° ав › аЕ м. 

Выразим теперь правые части уравнений (1) в функции новых пере- 
менных. Так как силовая функция О зависит только от разностей коор- 
динат, то она не изменится при преобразоваиии, определяемом форму- 
пами (2), и мы можем опять написать 


и=1 У м } 


где 


зам +@-Я. 
Далее, очевидно, что 

ОР оО о Поы 9 

0; — 0’ д 0’ 8 4 


й 


вследствие чего диференциальные уравнения движения системы относи- 
тельно ее центра тяжести напишутся в следующем виде: 


Е ди @ 00 а 
Е оо И р" НА ог @=0,Ъ.., п). (3) 
ф н 


Уравнения (3) имеют в точности такой же вид, как и уравнения абсо- 
лютного движения (1). Поэтому задача об их иитегрировании встре- 
чается с такими же трудностями, как и задача интегрирования уравне- 
ний (1). Но если бы сумели каким-нибудь образом проинтегрировать 
систему (3) и получили бы для координат Е, т, С; явные выражения 
в виде известных функций времени 


&=1(0, вп=яФ, Я=4(0, 
то координаты &, 1, б: относительно абсолютных осей определились бы 
формулами 
в а в 
ВЕ ЕН А ЕО, ЕМЕМ +90, 


ТО 


Заметим еще, что 3(п-- 1) переменных &, #», 6; не независимы, но 
связаны между собой некоторыми соотношениями. Действительно, под- 
ставляя в формулы (19) главы второй вместо &, 11, 6; их выражения 
из формул (2), мы находим, например, 


а из 
м Ути+в- п. -- "= 


= Улё Е Ут 


4=0 = 
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Но зак как У, т; == М, мы получаем 


1=0 
В] 


Уть 2:50) | 
1=0 | 


Аналогичные соотношения получаем также из двух остальных фор- 
мул (19). 
Таким образом имеем три соотношения 


Ут 0, Фут =0, а 0, (4). 
1—0 


=0 
связывающие 3 (п -- 1) переменных &», 7%, бь, откуда следует, что неза- 
висимыми из них являются только Зп Поэтому мы можем выразить 


какие-нибудь три из переменных &», *, ба, например, &, #», 6, через. 
остальные, что дает формулы 


(5) 


илн, вообще, можем выразить все 3(п 1) величин 2 ть т функ- 
Цви какнх-нибудь зп независимых, произвольно выбираемых параметров. 
Этим произволом можно иногда воспользоваться для того, чтобы при-_ 
дать диференциальным уравнениям ту или нную желаемую форму. Вы- 
сказванными соображениями мы воспользуемся несколько ниже. 1 

Соотношения (4) имеют весьма простой геометрический смысл и 
могут быть написаны непосредственно, так как они выражают только 
тот факт, что центр тяжести системы совпадает с началом коорлинат. 
Так как центр тяжести не изменяет своего положения относительно 
новой системы координат, то мы имеем также соотношения 


(6) 


1—0 1=0 


справедливые для всякого момента времени. 

8 15. Интегралы площадей в относительном движекин, Так как 
система (3) имеет такой же вид, как и система (1), то уравнения (3) 
также имеют три интеграла площадей, которые могут быть получены 
совершенно таким же образом, как ив 5 11. 

Эти интегралы можно также вывести из интегралов площадей абсо- 
лютного движения, подставляя в формулы (21) главы второй вместо 
2, 1, 6: их значения из формул (2). Мы имеем, например, 


УЕ Эна) +5 +и | 
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Раскрывая под знаком суммы круглые скобки, мы перепишем по- 
следнее уравнение в виде 


Ввиду соотношений (4) и (6), все члены левой части этого равеиства, 
за исключением первого и последнего, равны нулю, и мы иаходим 


(24 8 ЖЕЗИ. я 
тт (3 авт 14 /` 


Второй член правой части последнего равенства иегрудио вычислить. 
Действительно, при помощн формул (20), выведеииых в $ 10, мы на- 
ходим 


Е а И. Е аа 0. ав» в: —_ Ч. — @вь 
в Пи м м м м м ` 


Поступая точно таким же образом с двумя остальными уравне- 
ниями (21), мы выведем следующие иитегралы системы (3) 


и; ‚ @& й 
ры. ВЕ. 


. 95; „ а 
ЕЕ: —& с в. (7) 
1—0 
и 
с 2 
УЕ, 
4—0 


где сз и и с. суть произвольные постояниые. Эти величииы связаны 
с прекними произвольными постоянными формулами: 


Я 1 
с. =, м (@&6» — @.6), 
о 1 в 
=, лм (926 — 365), 
ри 1 
с, = с, + -м (@36, — @,68), 
тде /М есть полная масса системы. 


Произвольные постояииые 6. С, с. можио также определить из 
начальиых условий для уравнений (3). Действительио, обозначая значения 
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координат ё&, 1, 6; и компонентов скоростей &, *, С.Е) для иа- 
чального момента {= & соответственно через 


(0. КС) ка Е "0 ‚0 Е (0 
8”. п, ее, [5 з т * о 


мы получим нз формул (7) 


[3 
. 0) 0 0) Е 
© = Ут [Е —— п 2] , 
0 


| 
= Ут оо, | @) 
1—0 
= У Е в 9. | 
3=0 


Уравнения (7) для относительного движения имеют точно такой же 
смысл, как и уравнения (20), 5 10 для абсолютного движения. А нменно, 
уравнения (7) показывают, что 

суммы произведеннй масс точек М М,,..., М» на проекции 

их секториальных скоростей сохравяют постоянное значение 

во все время движения, 
равные их начальным значеиням, определяемым формулами (8). Рас- 
смотрим вектор, проекции которого по осям С’, &', и’ определяются 
соответственно формулами (7). Формулы (7) показывают, что этот 
вектор =) сохраняет иеизменную величину н неизмениое направление 
отиосительно осей &", 17’, (’ во все время движения. 

Плоскость, проходящая через центр тяжести снстемы точек Ме, 
вор ИИ перпендикулярио к упомянутому вектору, очевидно, не 
изменяет также своего положення относительно осей , 1, . Эта 
плоскость, положение которой определяется голько начальными значе- 
НИЯМН координат и компонептов скоростей и значениями масс точек 
системы, имеет большое теоретнческое и практическое значение и назы- Е 
вается неизменяемой плоскостью Лапласа. 

8 16. Неизменяемая плоскость Лапласа. Так как постоянные 
интегралов площадей с,, с., сх определяются начальными значениями 
координат и компоиентов скоростей точек М, М,,..., Мь, их число- 
вые значения зависят от выбора направлеиий координатных осей. 
Олнако выражение 


„2 „8 #2 

с Не +4, 
представляющее квадрат длины вектора момеита количества движения 
при любом выборе координатиых осей (С началом в центре тяжести 


Ё ЧЕ: .. 4 5 0% 
т. = а 


Е} Этот вентор представляет главный момент колнчества движення системы 
относительно ее центра тяжестн. 
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системы) имеет одно и то же числовое значение, или, иными словами, 
остается инвариантным при любом вращении координатной системы 
вокруг нентра тяжестн. 

Действительно, рассмотрим какую-ннбудь прямоугольную декартову 
систему координат &", *", 6” с началом в центре тяжести системы. 
Положение этой системы координат относительно системы &", 77’, 6" 
определяется иаправляющими косинусами по следующей схеме 


а 
#7 “в |» 
7’ &|ь |» 
|“ |“ |» 


где а;, В, 7, суть косинусы углов, образуемых положнтельным направ- 
лением оси &" © Чен 5 9 ©, 2 у. — направляющие ко- 
синусы оси 7” и а., Вь, у. — направляющие косинусы оси 5”. 

Между этнмн девятью направляющими косинусами существуют извест- 
ные соотиошения 


а а а: =1, Ву, + Ву» - Вуз = 0, 
В Е В -- 8 =1, у, Е ув - узо == 0, (9) 
У и=Ь 96, + а,Ва- ав, =0. 
Связь между старыми и новыми координатами точек М, М», .. 
М» определится тогда формулами 
& = а + Ви 6, = 
те — а, а Вы Чуб, 
2 = аз Сы. Вы = а ({=0,1,2,...,п). 
В силу этих соотношений мы получаем следующее соотношение: 


а в де. Е а% че 
=== (а - Вии 6) (. а + Ва т + у РТ. ) 


р Е й т; 4: 
— (@251 + Вы + у) (°, Нет Нет: 
которое можно также, очевилно, иаписать следующим образом: 


‚ „у в са 
ы те. т Е == (В, — а,В,) (Е т 1% 1 ) 
„45: . 4, Е ‚ 
(Ву. вы) ( а + о тн) (& Пе. и), 


Г 


„ „ 
= — 
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Умиожая обе части этого равенства на Из н суммируя по Гот {= 0 
дб {= п, мы получим составляющую вектора момента количества дви- 
жения системы по оси 6; 


и и 
„ а „ 4 ‚ ‚ ЧЕ; 
Ут (Е тт 2 | ) = (В — а»В,) Ут = = че) х _ 
: 2—0 


С ‚ а; . 
+ (би — ва) Ут жЪ_@ щ) Е 
0 


‹ о ре 
З (0192 — уза,) Ут (& т = ч.)- 
1=0 


Аналогичные выражения получаем также для составляющих вектора 
момента количества движения системы по осям &” и 1. В силу фор- 
мул (7) левые части этих равенств суть величины постоянные. Обозначая 


их через (,, Су и с„, мы получаем интегралы площадей в иовой системе 
координат 


Новые произвольные постояиные с”, с,, Су связаиы со старыми по- 
стояиными с,, 6, с, следующими формулами: 


65 — (а:Ва — а, В.) с, 4 (Вуз — Бы) ©, + (аз — 7) с», 
с == (ав — азВь) с, (Выуз — Взуз) Су + (уаз — узы) с, | 
с» — (аз — оз) сх | (зу, — Вуз) с, + (за, — 7195) с». 


Но, как известно из аналитической геометрии, имеют место слелую-_ 
щие равенства 


©; = Вуз — У5Вз» Ву = узаз — ау, у: = а,В; — Ва, | 
а, = Ву, — ув, Вы уза: — аз7, Уз= ав, — Ва, (10) 
а; = Ву. — 7:6» В = у — бу» Уз ав — Ва», 
ввиду чего предыдущие формулы иапишутся в следующей форме 
с = ас, +- В.Е. ыы 7.6, 
с; = я Вис, Нуб», (1 1) 
65 == ,с; + Вас. + сз. 
Возволя каждое из этих трех равенств в квадрат и складывая вновь 
полученные равенства, мы найдем, в силу соотношений (9), 


#22 #2 и р. „8 „2 
= че че, 
что и требовалось доказать. 
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Сравнивая соотношения (11) с формулами преобразоваиия коорди- 
нат, мы замечаем еще, что постояниые площадей при вращении коор- 
динатной системы преобразуются так же, как и коорлинаты. В частностн 
новую систему координат можно выбрать таким образом, чтобы одиа 
из координатных плоскостей, например плоскость #1” совпадала 
с неизменяемой плоскостыо, определенной в предыдущем параграфе. 

Действительно, в новой системе координат направляющие косииусы 
вектора момента колнчества движения будут равны величинам 


Г < С 
а а ВЫ „8 р 22? И ие виа * 
Учет ес, Ус. аа, а че: 


Для того чтобы плоскость 9’ совпадала с неизменяемой пло- 
скостью (которая перпендикулярна вектору момента количества движе- 
ния), необходимо, чтобы направленне этого вектора совпадало с направ- 
лением осн &””, т. е. чтобы 

2 =0, с. ==0. 

Последние условия определяют направление вектора момента ‘коли- 
чества движения относительно старой системы координат, а слелова- 
тельно, определяют также в той же системе координат положение 
неизменяемой плоскости. 

Действительно, разрешая уравнеиия (11) относительно с, С, С, мы 
получаем *) 


с, = вс,  а,сь -- а, 
с, = В,Сь Е Вс» + Вс», 

С = аб, РУС, Е зб . 

Выбирая неизмеияемую плоскость за плоскость &“’з7”, мы делаем с. 

и с, равными нулю, вследствие чего 

„. Е: в 

6. = с, + с, =, 
а из предылущих уравнений мы находим 
с 
с 


| 


С С 
‚ Вз= ет Е’ 


@3 


что определяет положение новой оси &“”в системе координат &', #', Г. 
В системе координат, в которой плоскостью &'1)” является неизме- 
няемая плоскость, интегралы площалей напишутся в виде 


98. 


п 


кл > 
Утв го 


2—0 


1) Для этого достаточно помножнть уравнения (11} на а, а», оз и сложить, 
потом ина В;, Вы, Вв н сложить ни, наконец, на ф,, у», 73 и сложить. При этом 
надо иметь в виду соотношения (9. 
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Так как постоянная с, вообще говоря, отлична от нуля, то сумма 
произведений масс на проекции секториальных скоростей имеет наиболь- 
шее зиачение для плоскости &”9”, т. е. для неизменяемой плоскости. 

Поэтому иеизмеияемая плоскость обладает еще тем свойством, что 

сумма произведений масс иа проекцни иа эту плоскость сек- 
ториальных скоростей точек М, Мь,..., М» имеет иаибольшее 
зиачение по сравнению с зиачением той же величнны отно- 
снтельио какой-либо другой плоскости, проходящей через 
центр тяжести системы. 

По этой причине неизменяемая плоскость иазывается также яло- 
скостью максимума площадей. 

В исследовании движений планет солиечной системы неизменяемая 
плоскость имеет весьма большое значение, так как те пространственные 
. кривые, по которым движутся большие плане- 
ё ты, весьма близки к неизменяемой плоскости, 

вследствие чего координаты 6; будут для боль 
ших планет весьма малы. В теории возмущений | 
иам придется неодиократно пользоваться этой 
неизменяемой плоскостью. Поэтому покажем. 
как определяется ее положение. 

Обозначим через у угол наклона неизме-_ 
няемой плоскостн к плоскости &7/ и через П 
угол линии пересечения неизменяемой плоскости 
с плоскостыо &“7 (линии узлов) с положитель-_ 
ным иаправлением оси &. Из черт. 5 находим 


Черт. 5. а; = зпузт И, В = — 919с0$ М, 
Уз = с05у, 
откуда выводим для определения у и 77 уравиения 
с 
юП=— = 5 
д [7 
уяи И = о 
8. 


1ВусозИ=— —&. 


Так как Су, с», с, определены из начальиых условий, то отсюда 
получаем ну, и П. е 


8 17. Интеграл живых сил в относнтельном движеннн. Интеграл 
живых сил получается для уравиений (3) тозио так же, как и для урав- 
ЧЕ ас” 

НР 


иеиий (1). Помиожим уравиения (3) соответственно на ТОЙ 21а 


и сложим все уравиеиия. Мы получим 


У, а: ФЕ би би Е 66 
я а ав @ ав 


У 90 в ди в 00 
=УС(х а Рой а + 95 в), ` 


9=0 
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откуда иитегрироваиием находим 
п 
ан \2 Иа а 
т[( и +( и) = и] ом. (12) 


Произвольиая постоянная Й” иитеграла (12) определяется по началь- 
иным условиям формулой 


п 


ИУ + (фи, 9 


и- ГУУ "и ЧЕ, 


и начальные взаимные расстояния д даются формулой 


до Ее ИЕ® 2 Е) рр („о т 1:0) тр (0 я у. 


Постояииую /’ можио также выразить через произвольные постоян- 
ные абсолютиого движения. Действительно, имея в виду формулы (1) 


и выражения для Е, т, Ё (см. $ 10), мы иаходим 


где 


7(0) ЕО а 770 (0. а. > *(0` 2(0. 2. 
И о. 


Подставляя эти значения в формулу (13), мы получаем 


м Ут + (49+ 9 Ут 
4—0 1—0 


п п п 
а. : (0) а “Л #40) 1 а -- а -- а 
2 м Ут — Ут Е 0, 
+0 2=0 1=0 


что, в силу формул, выведеииых в 5 10 и 12, может быть написано 
в следующей простой форме: 
рей Че 
м е 
$ 18. Движение системы относительно одиой из ее точек. 
В конце $ 14 мы устаиовили, что координаты ВА а @ =. Ц. эй) 
точек системы Л, М,,..., М» отиосительно ее центра тяжести не 
независимы, но, иаоборот, связаны тремя соотношеииями 


(14) 


позволяющими определить координаты какой-иибуль одной из точек 

системы, если известны координаты всех остальных точек. 
Действительно, лопустим на мгиовенье, что движения точек Му 

Мо, .., Мн определены, т. е. что коордииаты их суть известные 
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функции времени. Тогда, из уравнений (14), мы находим координат 
точки А 


п п ка 

‚ И ‚ д а . < 
&=—тм У, % = — м Ут, = п Я (15) 

ЕТ рег те 


Покажем теперь, что движение точки Л4ь будет также вполие опре 
делеио, если известны движения остальных точек системы не относи. 
тельно центра тяжести, как это требуется формулами (15), а отиоси 
тельно самой точки Л. Для этого напишем уравиения (14) в форме 


п 
— 11.6 = > пь&, 
$—1 


после чего преобразуем их, вычитая из обеих частей кажлого из трех 
написаниых равенств соответственно выражения 


к т 
. “1 В „ 
Е, ит, в Ум. 


= И $=1 
с? 
| 


т 
== № ИЕР 
4—1 


Нетрудно убелиться в том, что мы получим для определения & 
7)» б, следующие формулы 


5=—м Уша ©, щ=-м Уи 1)» | 
к Е = $ (0 
в=2м Ут, | 
4=1 


которые показывают, что величины &, 1, &, булут определены, если 
известиы разности 


#—6» #—% Я 


между координатами точек /М‚, Мь,..., М и коордииатами точки /Мо 
относительно цеитра тяжести всей системы. 

Но предыдущие разности представляют собой ие что иное, как 
коордииаты точек ЛЁ, Мь,..., М в системе координат, оси которой 
хоответствеино параллельны прежним осям, а начало находится в точке Мо. 
Высказаиные соображеиия позволяют иам еще иемного упростить задачу 


о движении системы материальных точек Л, М:,..., Мь, приведя эту 
задачу к задаче о движении точек ЛМ, М»,..., М» отиосительно 
точки № 3. ы 

Выведем теперь дифереициальные уравнения этой задачи. Обозиачая 
координаты точек М, Мь,..., М, относительно системы прямоуголь- 


1) Разумеется, что совершенно также можно было бы рассматривать дви- 
жение системы и относительно какой-либо другой ее точки. Заметим еще, 
что в основной задаче небесной механики, т. е. в теории больших планет, за 
точку Мь обыкновенно приннмается центр тяжести Солнца и таким образом 
исследуются движення планет относительно Солица. 


ДВИЖЕННЕ СИСТЕМЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ОДНОЙ из ЕЕ ТОЧЕК 49 


ных декартовых осей координат с иачалом в точке М, через хь у & 
(=Ь2,..-, п), мы имеем следующие соотиошения между старыми и ио- 
выми координатами точек М, Мь,..., М» 

Я =х-+ 4, пут Ява (1=1,2,..., В) 
или 


ж=й—@&, у=тр— а=Я— 60. (17) 
В силу этих соотиошеиий формулы (16) напишутся в следующей 
форме: 


п я 
: 1 р 1\ : м 
О т у пхь = — м > пни, бо= —м \ ть 
4=1 


а 
+= 


ы 


и наша задача заключается теперь в определенни функций хь у, 2. 
Если последние будут определены, то из последних формул мы полу- 
чаем 40, 1%, (0, а затем по формулам (17) &, зи, $ ((=1,2,..., п). 
Чтобы составить уравиения, связывающие фуикции Хь, у, 2, продифе- 
ренцируем дважды по Ё формулы (17). Мы получим 

фх а фе Ру бб фт 65 ФЕ а 


ав а ав? ав ЧЕ ав? ав аё а ^ 


В эти равеиства подставим теперь вместо вторых производных 
координат &ь 1}, @, &0, 15, бо их выражения из дифереициальных урав- 
нений (3), что дает следующие уравнения: 


(18) 


Так как силовая фуикция О и ее частные производиые по коордли- 
натам &, 2, $, & 5 60 зависят только от разностей этих коордииат, 
то правые части уравнений (18) будут фуикциями только величии Хх, 
Уь 2, а поэтому уравиения (18) и являются искомыми уравиеииями, 
служащими для определеиия велнчин Х;, }/, 2. 

Действительио, на осиоваиии соотиошеиий (17), мы имеем 


я—Я=х—хь тощ=и-у, Я-б=а-а (3, 

в силу чего взаимные расстояния между точками М, М.,..., М» оп- 
ределятся формулами 

ПУ 6 — 0 — Ре — 5. (5-7) 

Выделим из этих расстояний, расстояния точек М‚, М», ..., М, 

от иачала коорлинат, т. е. от точки Мо. Эти расстояния мы назовем 


радиусами-векторами точек М‚, Мь,..., М; и обозначим их через Г, 
Га,..-» Гиль Так что 


п УзЕЯЕЯ=Аь ПЕЕМЬ 5ео 
4 цубошин 
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от величии &’, 2’, 6’, мы их немного преобразуем, так чтобы ие оста- 
валось иикаких сомнений в том, что эти правые части фактически за- 
висят от Хх ), 2; 

$ 19. Дифереиниальные уравиения относительного движения. 
Рассмотрим выражение (6) для функции (О (см. $ 8) и выделим в 
нем члены, содержащие миожителем 1. Мы можем иаписать 


Ввилу того, что правые части уравнений (18) формально - 


от УХ, к (19) 


причем во второй сумме ни олии из индексов 1 и 7 не принимает во 


чения нуль. | 


Так как 
ие — АЕ — ВЯ 
то 
я 7 я, п й = 
ди п У т(&—&) ви _ т ЕЯ 
^- р #1 г: и” ы 1 Че у 
9 т (6—5) 
= то Ут › 
Зы 1. 
что можно иначе иаписать в форме 
та рые 100 ры 
т 0% = ть 9% = тп’ 
п 
ВИ Е 1 2 п 
НА, 8 — ги. 
3-1 


Рассмотрим теперь частные производиые от функции И по коорли- 
натам &, 1, Я, (=1,2,..., В. В силу соотидшений (17), мы, очевилио, 


имеем 
00 _ ди 90 _ ви 9 _ ди 


ое а’ А о ео 
У (ЕЕ ооо И ылбВ ПЕ) 


мы можем иаписать 
== м и, 
= {т _ = +0", 
* 


21 


Положив 


откуда находим 


9 д 0 90 ИИ 
9х; фтоть 9х; ( в дх; * ых 2 ду; | в) яя ду, * 


и 
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Но 


и ТОЧНО так же 


2 (1)--1, ж()--я 
ду: \ Г п’ 4% " р в` 


В силу этого получаем 


90 х 00’ ди У 00’ 

Е = — [тоть п Е дк. *`6 рпопь п + ду. 
- ПР п ЛЕ 
6, — о та Г да: 


С помощью полученных выражений для частных производных, мы 
можем написать уравнения (19) в слелующей форме 


@х; х; 1 05” олтихь 

о р и 

Фу; 10, ли 

ае = — ть т; д 1% в (20 
Ра & 1 07’ < тАк с. 

а, = — Тота Гт, а та (1 1, 2,..., п), 


где правые части выражены явным образом через величины Хь }ь &. 
Уравнения (20) представляют систему Зп диференциальных уравнений 
второго порядка, вследствие чего система (20) есть система порядка бп. 
Первоначальная система уравиений абсолютного движения была порядка 
би -р 6. Таким образом порядок задачи мы снизили на 6 елинии. Для 
этого снижения мы использолали 6 первых интегралов, а именно, ин- 
тегралы движения центра тяжести. Так как в рассматриваемой нами за- 
даче известно всего десять первых интегралов, то, очевидно, что си- 
стема (20) имеет только четыре первых интеграла. Эти интегралы мы 
рассмотрим в следующем параграфе, а теперь подвергнем систему (20) 
некоторому дальнейшему преобразованию, с целью привести ее к та- 
кому виду, в котором она рассматривается обыкновенно в небесной 
механике. 

Для этого выделим из сумм, стоящих в правых частях этих уравне- 
ний, члены, имеющие множителем массу Ин и напишем систему (20) в 
следующем виде: 
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= 


в, 
2х: х _ 1 00" о ИЕ | 
Ре Е: ПП Мы 
в-1 
п. 
Ри, я кт ТАУ» 
а © Ко тд РО В (21) 
в 
1 ] | 
2. р Неа | 
# А 
ав +1 ЕТ тт, 2 й г 
ет | 


- 


где знак У указывает на то, что из суммы выброшен член, для ко- 
торого К = 1. Представим теперь правые части этих уравнений в виде 
частных производных некоторых функций. 

Действительно, имея в виду, что Е 5ЕЪ, мы можем написать 


ж д [| Жк РАРь 
и Я 4 


тв 9х; 

№ — 0 Жь Е Ик Аа ) 
-й ду; п 2 

к _ д [| МА РУХь Аь 

п 0% ( п } Г 


Вводя теперь функции А; формулами 


п 
© кр Ру + 2,2) 


лан) п 
Е=1 г 


: (22) 


где @/; обозначает совокупность тех членов в выражении для (/', ко- 
торые содержат переменные Хь у, 21), мы напишем уравиения (21) 
в следующем окончательном виде: 


а ла 9% Л 

ав +1 РТО = дк, | 

у; у 08; 1 

ей ль = 

ав ' [ато т т) 2 р (23) 
а 


| 2 08 
О О % ; 
а. о та =. (=1,2,..., п). 
В 
у 
По причине, которая будет выяснена ниже, функции К; называются 
пертурбационными или возмущающими функциями. Все эти функции 
различны, так что каждой точке М; системы соответствует своя соб- 
ственная пертурбационная функция. Заметим, что каждая из фуикций Ёз 


1) Остальные члены в выражении для 0", т. е. члены, не зависящие от 
переменных х» у; 2. пропадают при диференцировании функцни 0” по этим 
переменным. 


ДИФЕРВНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕННЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 53 


не зависит от массы соответствующей ей точки М; и от массы 
точки Мо но каждый член в выражении К; содержит множителем одну 
из масс всех остальных точек А ЛИ веаь М». В раскрытом виде вы- 
ражения для функций А; иапишутся следующим образом: 


1 Жажа | Уз в) ( 1 зама ь ЕЕ) |} 
в, (а, г: ты \ д, я ы 


жи Е Уув-Е — 
|| 


5] 
Ти 


+. мыс. - 


1 ха ури а 1 хору а. 
к, = т (1 - Ху, =. С :)+ м 2х3 а ») | 
ь 2 
1 хуя» КАЛ $ (24) 
+. ты. тв, И | 
ом и а Е 221 ( 1 т и) 
Ка = (=. г. )+ ть Ан т: я 
1 хахиа РУ Е 
р Е 
п, п т—1 1 


гле 
пеа-яа 


и 


Ду дя = И ба: УР 2 
(ФЕВ Жьь55 В 1=12,....П). 


Каждый члеи в уравиениях (23) имеет простое механическое значе- 
ние. Рассмотрим, например, первое уравнение системы (23) для Ё== 1. 
Оно может быть написаио следующим образом 


ох: Ж № 2— № Ж— № 
Е = т т т = И. асе 
а й о 7 й 1 Г 7 2 Гь ? В ИЯ 
ЖЖ В ох Х» 
УТ ито 2 — а 8 —..- — Па › 
тия — рые ть рт, 
@х 
Величина ав есть проекция полного ускорения точки М, на ось 
абсцисс. 
Члены 
х, — № х.— Хз х, — Хи 
рт» вы * 1 3 р рта АН, 


суть соответственио проекции ускорений, сообщаемых движению точки 
М., действием притяжений точек М», Му...» Мы. 
Член 


Хх; 
— Ло 


есть проекция ускорения, сообщенного движению точки М, действием 
притяжения точки М, 
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Наконец, члены 


представляют собой величины, обратные по знаку проекциям ускорений, 
сообщаемых действнями притяжений точек М,, М,,..., М» движению 
точки Му. 

г. 
а 
точки М, по той причине, что движение этой точки рассматривается относи- 
тельно точки М, которая сама лвижется под действием рита, 
точек М,, Мь,..., Ми. 

Помещая начало системы координат, относительно которой рассмат- 
риваются движения точек М;, М, ..., М», вточке Му, мы этим самым 
как бы уславливаемся считать точку Ме неподвижной. Чтобы это было 
возможно, мы должны сообщить точке ЛМ, ускорения, равные по величине 
и противоположные по знаку тем, которые ей сообщают притяжения 
точек М, Мь,..., М». Но тогда мы должны и каждой из точек МП, 
Мь,-.., Ми сообщить те же ускорения, что и дает нам возможность 
рассматривать точку Ме, как неподвижную, а точки М‚, Мь..., М» 
движущимися относительно этой точки Му. Описанную операцию назы- 
вают иногда, не вполне удачно, останавливанием точки Му. 

$ 20. Первые интегралы уравнений относительного движения. Как 
уже было указано, система (23) имеет только четыре первых интеграла, 
а именно три интеграла площадей и интеграл живых сил. Эти интег- 
ралы проще всего получить из уравнений (Т) и (42) для интегралов 
площадей и живых сил в движении системы относительно ее центра 
тяжести, подставляя в эти уравнения вместо величин &, 2, их вы- 
ражения в функции переменных х» у, №. 

Напишем лля этого уравнения (Т) и (12) в форме 


Эти ускорения появляются в выражении полного ускорения 


п 
„ @% ‚ 455 1 ‚ ‚ Чё: 
ть (& в — ++ Е 


] 
т, ($ 5 8) + Уши Мои) 5) 
т фм | 


у ед 


1-Е (26) 
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Выражения для переменных 9 бо Па ь Фа Ч» бы В ФУВК 
ции переменных Ху У;, 2 Хь Уз 22, ---» Хи» Ув 2 мы получаем из 
формуп $ 18 в следующей форме: 


п 
о ра _ Ш и к 
то (ее) = м [ У\тьь ) (Ху ть а) 
1 = 
(У 3 008 
= тьль )( ть) , 
А 
| в=1 = 
а а ` и ма 
Е ‚. ; [2 
пн (% ея в || ой Ут Ем 
О а (> = КУ) Га — мя "Ш 


в в 
1 ау; 1% 
—(@- мути) (в-м ть в, 
ВЕТ 


В = 


Аналогичным образом преобразуются два остальные уравнения (25). 
Мы их выписывать не будем, ограничиваясь для краткости проведением 
подробных выкладок только для первого уравнения. Произволя в окон- 
чательном выражении этого интеграла круговую перестановку букв Х, 
у 2, мы получим без труда и два остальные интеграла площадей. 
ы С помощью последних выражений первый из интегралов площадей 
апишем следующим образом: 


Уи — а) и» тнук) (> т) — 


4=1 


и и ть п ц 
к < 1 <\ &] к В 

= (У туеь) Ры пы г) = м» о и», Пт = а\ ти | = 
== В=1 = 


В=1 $1 


п" а в ау ка 
1 ® : р 
= Ут а У ть тли | = 64 
В=1 = 


= 
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Но второй и третий члены в левой части последнего уравнения вза- 
имно уничтожаются, так как, например, 


ть» Он) букин. ето Ху 


= А=1 Вы 
Е (3 4, 
= > пу > ИЗ Е 
4=1 В=1 


& поэтому интегралы площадей могут быть написаны в форме 1) 


ты (у — = ато, (Ут) 


Я=1 = 


1=1 


бы) 


и п т 
кл 4; Фа 1 кл 
Уи ( маг) м (Хит) (Ут 


1=1 1=1 = 


Таковы интегралы площадей для задачи о движении системы, отно- 
сительно одной из ее точек (в данном случае, относительно точки М. )- 
Мы видим, что левые части этих интегралов имеют значительно более слож- 
ный вид, чем соответствующие выражения для абсолютного движения 
или движения относительно центра тяжести, и не имеют простого меха- 
нического или геометрического значения. 


1) Невосредствеино получается первый интеграл площадей. Два остальные 
получены из него, как уже было указано, круговой перестановкой букв х, у, 2. 
Кроме того, в последних суммах текущий индекс К заменен па &. 
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Выведем теперь последний интеграл системы (23). Подставляя выра- 
жения (27) и (28) в уравнение (26), мы получаем 


бук 


В=1 Ка! 
< их п ща м 1 
1 м к в. й 
ее па (‘а — м Хиль ар) (ити) + 
4=1 К=1 К=1 
в 
42; 1 42, \2 . 
еп Ут -И чм, 
1—1 
где 
чи , Г 
т, >. т, 
1=Е 


Раскрывая скобки и делая приведение подобных членов, мы без 
труда получим следующее уравнение 


п Е 

Соня | 
+ (у тн + т: а 3 ну = = (30) 

уни ар: 

1 = Г ] 


Это уравнение также имеет более сложиый вид, чем соответствую 
щие уравнения для абсолютного движения и движения относительно 
центра тяжести. у 

Отметим, как характерное свойство, что в уравиения (23) и (12) 
входят только квадраты компонентов скоростей точек системы, а В 
уравнение (30) входят также произведения компонентов скоростей. 

Произвольные постоянные С, С, С; и Й’ можно также выразить 
через начальные значения координат хь у 24 и их производных по 
времени Хь Уь 2 

Обозначаем значения этих величин для = \% через 


(0; ‘0 (0) [о 
хо у, 20; ©, 5, Фр, м 


о зо оне 20 ао. . ® а 
О о ех - Е 


(0) <0) {0). {0) 
, 
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из формул (29) и (30) мы находим 


® 


п 
’ (0) * (0; $0): (0) 
ч= Хто? — 2) 


$=1 
® п в и 
м : . 
т (У пу? ) т т) — [ пы) 2 ти] , 
9=1 $=1 = 41 
и 
се Ут (а — хр) Г 
$=1 
т Е Сл в 
я . Г 
м (21?) (Ут) Уты® (Уши, 
4=1 4=1 9=1 ” 
в 
= Ут? — 99) — 
1—1 
1 кт ЕС ® 
=м (Ут?) (Хто) (Ут ( 
2=1 1=1 1=1 


тонов +9 
РЕЙ 


$ 


п Ка НЗ 

Ул, 0 \л, (02 кл; НИ 
+ (ти! ) +; у] т У ко 1 ‹ д 

2= = 


1=1 


где 
М=т-т +... ть 


У © уе > О (05 
4 -У ру ор руке. 


$21. Симметричные уравнения движения. Уравнения (23), опреде- 
ляющие движение точек М, М.,..., М, относительно точки Мь, об- 
ладают тем существенным недостатком, что их правые части являются 
частными производными от различных функций. По этой причине и 
первые интегралы этой системы имеют довольно сложную, несимметрич- 
ную форму. Однако этот недостаток, весьма существенный для теоре- 
тических изысканий, можно устранить при помощи введения некоторой 
иовой системы зависимых переменных. Это преобразование было впер- 
вые выполнеио Якоби и поэтому переменные, которые осуществляют 
указанное преобразование, часто называются координатами Якоби. 

Рассмотрим это преобразование в общем виде. Будем исходить из 
тех же уравнений (3), определяющих движение системы относительно 


`. 
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се центра тяжести, из которых мы вывели и уравнения (23). Эти исход- 
ные уравнения мы писали в следующем виде: 


@; _ 00 Фу; _ 00 #0; 00 
Пн ов? ПНав от? "Нав — 08 (31) 
@=0,1,2,..., п). 


функции 2, , С, определяемые этими уравнениями, связаны тремя 
соотношениями 


(32) 


ть 
Уп, 
р 
4—0 
которые позволяют выразить все м 
эти переменные, как функции ка- 
ких-нибуль Зй произвольных па- 
раметров. Эти параметры, кото- 
рые и играют роль новых пере- 
мепных, можно выбирать, конеч- 
но, совершенно произвольно, при 
усновии только, чтобы выполня- 
лись уравнения (32). Следуя Яко- 
би, выберем эти новые пере- 
менные следующим — образом: 


пусть (черт. 6) Черт 6. 
С, — центр тяжести масс Мо и М,, 
@.— „ ь „ Мы Ми Мь 
И - » » М» М,, Мьи М, 
в в 2 ы М м У 


Обозначим через: 


21,)1,21— координаты точки М; в системе координат с началом 
в точке Мк, 
хе, уг, 22 — координаты точки Мо в системе координат с началом 


в точке Ц, <= 
Хз, Уз, 23 — координаты точки М; в системе координат с началом 
в точке 6, 


343.2 — коориинить точки М, в системе координат с началом 
в точке @_1. 


Соответствующие оси всех этих систем координат возьмем парал- 
лельными друг другу и параллельными соответствующим осям старой 
системы координат с началом в центре тяжести всей системы. Нетрудно 
получить соотношения между старыми и новыми координатами. 

Действительно, обозначая через Е 1), & координаты точек С, 
(.,..., @_1 относительно старой системы координат, мы имеем 


а=ж-+&, &=+Е в=ж-В,..., ВЕ 


и соответствующие формулы лля координат 2 и б», которые мы для 
сокращеиия выписывать не будем. 
Но, из свойств иентра тяжести, мы находим 


Е = @и + тё, 
Я = и ть + т), 


(ОЕ т -- та), 


тде 
= тои, 0 =ио т. т», ..., 
бо рт, 5-Е Шиа. р 
В силу этих формул мы получим следующие соотношения: 
= -— в | 


д — а и + т), 


60 ДИФЕРЕНЦИАЛЬИЫЕ УРАВНЕНИЯ ОТНО ИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
. 
. 


= п, о пы; + ть, (89) 


и соответствующие формулы для координат }; и 2. Формулы (33) 

выражают новые координаты через старые. Чтобы получить выражения 

для старых координат в функции новых нужно присоединить к уравне- 
в 


ниям (33) уравнение У п =0 и разрешить полученную таким об- 
- +—0 


разом систему относительно величин &. Проще всего это сделать сле- 
п в—1 

дующим образом. Из уравнения У пь& = 0 имеем тиён = — У п, 
{5 —о 


вследствие чего последнее уравнение (33) примет вид 


откуда получаем 


Аналогично, находим 


1—2 
й ” 9—1 „ . 
тии ЕР Шиа == — пб = — По Ха Е Иии-ь 


о 


61 


СИММЕТРИЧНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 


вследствие чего предпослелнее уравнение системы (33) примет вид 


т т, 6, 
„ „ ии Я [а и—1 
Хи == би + фил Хь 
эт т СЕ ть маса 
Ч с Та би . 


откуда следует соотношение 
тя 


с, 
й и 
5 = О 
би Г п—1 м *" 


пШ—1 


Поступая таким же образом далее, мы получим последовательно все 


величины & и искомые соотношения напишутся в виде 


} 
д х—... а 
Е мм 3х... Е. 

& р Ч. т. | ва 

| АЕ 
би-ъ== Е: хам № 
& = РА. 

1 


Аналогичные соотношення находим также для координат И и | 

Теперь остается вывести диференциальные уравнения, определяющие 
новые переменные Хь, ое. х,. Это можно, конечно, сделать не- 
посредственно, диференцируя дважды соотношення (33) и подставляя 
вместо вторых производных от & их выражения из уравнений (31) и 
вместо самих величин & их выражения (34). Однако этот путь требует 
длительных преобразований и утомительных выкладок н проще получить 
указанные уравнения при помощи уравнений Лагранжа, которые в общем 
виде пишутся следующим образом: 1) 


а ( эт ) эт ви 
О Е = 35 
ит Ут. (35) 


гле Т — живая сила системы, С — силовая функция и 4» — параметры, 
определяющие положение системы. В нашем случае роль этих параметров 
играют координаты 


г д СВ а, № а № © 
и чтобы написать уравнения, определяющие эти переменные нам остается 
только выразить Т и С в функции величин ж, ур аи 9 


1) Об уравнениях Лагранжа см. в главе седьмой. 
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В старых координатах мы имеем 
Ш “\2 “\2 “2 
1“ 4 би 4 
тат ( =) +( в} \\“ (86) 
4=0 


и для получения выражения для Т в функции новых переменных на 
остается только подставить в формулу (36) вместо производных от && 
ти, и Я нх выражения, получаемые диференцированием формул (34). 
Очевидно, что Т будет зависеть только от производных величин Х}, 
у, 21 и не будет содержать в своем выражении ни времени Ъ ни самих 
координат ж, }, 2. Произвеля вычисления, мы без труда убедимся 
также в том, что Г будет содержать только квадраты производных от 
х› у, 2, так как все произведения производных сокращаются. Оконча- 
тельное выражение для Т напишется в виле*) - 


1 \л Я 24 [6 (в 
5 > га т | (4) + (4%) +(#) : 
= 


еп Мы 


мы напишем выражение для живой силы в следующем виде: 
ы Е Г а 
1 ах; [ у: 4; 
тт Уи [(&) +4 м} |: (87) 
Е в 


Последнее выражение можно рассматривать, как живую силу системы п 
фиктивных материальных точек, положения которых относительно не- 
которой системы координат 2) определяются соответственно величинами 2%, 
у, 2; и которые обладают, соответственно, массами 


__ ПюТу (то 2 т) ть (по Е та 4 ть) тз 


В от, * 8 торт т, ? 3 тт и › 


(тот, +... Вт.) ть 
Ио м, +. т ть 


в с 

Выражая силовую функцию И через новые переменные, мы видим, 
что И будет зависеть только от координат Х, уь 2 и, следовательно, 
не будет содержать в своем выражении ни времени Ё, ни производных 


Ж, 2. 


1) Для симметрии здесь положено М =0,„ и М, = 9. 
=) Одной и той же для всех этих фиктивных точек. 
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Полагая теперь последовательно в уравнении (35) &=х, №, 2ь мы 
получим уравнения, определяющие переменные х, уь 2ь в следующем 
виде 


в 0 Ц ‚Фа _ 0 
а Ня (38) 
(=1,2,..., п). 


Напишем еще явное выражение для силовой функции [2 


т, т д т т. 
от [Еж СИ 


ты 


о: 13 


(39) 
ть т. т т» ть к 
ыы, ,... о. и. 


Взаимные расстояния А» найдутся из формул $ 14 при помощи 
соотпошений (34} в следующем виде: 


сть 72 >? 
Аа = Ру сз 


(кон "ау (ин ие), 


деи их) + 
Не рут), 


$ 22. Первые иитегралы симметричных уравнеиий движеиия. 
Покажем теперь, что первые интегралы уравнений (38) имеют такой 
же вил, как и в двнжении относительно центра тяжести или в движении 
относительно абсомотных осей. Эти интегралы можно получить непосрел- 
ственным преобразованием к переменным хь 4, 24 уравнений (7), выве- 
денных в $ 15 и уравнения (13), выведенного в $ 17. Последнее урав- 
нение, представляющее интеграл живых сил, в силу выражения (37) для 
живой силы Т, напишется в виде 


Е О! (40) 
9=1 
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Рассмотрим теперь интегралы площалей, Подставяяя в уравнения (7) 
вместо &, 21, С; их выражения (34) 1) и произволя некоторые упроще- 
иия, можно убедиться в том, что интегралы площадей в новых пере- 
менных будут иметь совершенно такой же вид, как и в старых перемен: 
ных. Впрочем для получения ннтегралов площадей в новых переменны: 
нет даже надобности производить все эти выкладки и преобразования. 

Действительно, уравнения (38) мы можем рассматривать, как диферен: 
циальные уравнения движения системы п фнктивных материальных точе 
имеющих соответственно массы 1, {4 -.-› Ми. Но уравнения (38) имею 
совершенно такой же вид, как и уравнения (31), а поэтому интеграл 
площадей для системы (38) можно просто вывести из уравнений (7), 
заменяя величины &, 21, @ на величины хь, У, 2, массы т; на фиктив- 
ные массы 4 и беря суммы не от Ё=0 до #= п, а от #==1 до [= И. 
Таким образом интегралы площадей для уравнений (38) напишутся в 
следующем виде: 


2—1 р 
п ь 
‚ @х; ‚ а 5 
У»( =“ т ) = С», (40) 
4=1 2. . 
п . . 
ь1 2 ау я ы 8 
| № т. 9-Й || = 6.› 
= ) 


Произвольные постоянные Й", с,, с», С, можно выразить через началь- 
в ОА 2 АНЯ 
ные значения х: ®, у ), 2: переменных хь ук, 25 и через начальные 
о а В 
значения 5х; р. у и. 2:4 у производных Хх, ), & для Ё =. Выполнив 


это, мы получим 


мо Уно — Чо 
4=1 
п 


б л  (0)2' (© * (0): (0 
д Уно фи, 


О 
аи 


п 
р о о 
в — > ша — пб, 
4=1 


1) Соотношения между % иу; а также между 6, и & нмеют такой же 
вид, как и соотношения (34). 
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тле Цо обозначает результат ОЕ В Ь Ц вместо величин 
хь У 2 их начальных значений % ‚у, & Формулы (20) и (41} 
показывают, что 
в координатах Якоби интеграл живых сил и интегралы пло- 
ящадей имеют такую же форму, как и в системе координат, 
начало которой иаходится в центре тяжести системы, 
Это обстоятельство делает уравнения (38) более удобными для иссле- 
дования, чем уравнения относительного лвижения (31). Переход от одной 
системы координат к другой совершается по формулам (33) и (34) и 
им аналогичным для координат ур и @. 

5 28. Теория больших планет. Диференциальные уравнения, которые 
мы рассматривали в предылущих параграфах, определяют движение 
любой системы конечного числа материальных точек, взаимно притяги- 
закицихся одна к другой по закону Ныютона. Мы знаем только четыре 
первые интеграла этих уравнений и, следовательно, не можем полностью 
их ннтегрировать 1), так как недостающие бий —4 первых интегралов 
по сих пор неизвестны. 

Поэтому в приложениях нашей математической теории к той или 
нной актуальной динамической задаче мы вынужлены воспользоваться 
каким-либо методом, дающим приближенное решение соответствующих 
диференциальных уравнений, чём мы, конечно, еще более отдаляем 
нашу математическую схему от действительности. Впрочем некоторые 
обстоятельства, характерные для некоторых астрономических задач, 
позволяют надеяться на то, что полученное приближенное решение 
достаточно мало отличается от точного решення и, таким образом, дей- 
ствительно может определять движение по крайней мере для некоторого, 
не очень большого, промежутка времени. 

Рассмотрим прежде всего основную задачу небесной механики, а 
именно теорию больших планет солнечной системы. В этом случае 
п=9 и построение указанной теорин зависит прежде всего от решения 
задачи о движении системы десяти материальных точек. Условимся раз 
навсегда, что точка Л, изображает Солнце, М; — Меркурий, М5 — Венеру 
ит.д. и, наконен, Му — Илутона. Основные единицы, как это обыкно- 
венно принято в астрономии 2), выберем следующим образом: 

За единицу длины примем среднее расстояние Земли от Солица. 

За единицу массы примем массу Солнца. 

За единицу времени примем средние солнечные сутки. 

Полагая тогда 

=, 


мы получим 


К = 0,01720209895, 


Эта величина называется гауссовой постоянной. 


1) Исключением является случай, о котором мы уже упоминали, когда 
П==1, т. е. случай задачн о двух телах. 


Е лавным образом, конечно, при рассмотрении явлений, пронсходящих 
в солнечной системе. 


5 Цубошия 
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Затем, в принятой системе единиц, мы будем иметь 


1 и 
По т = обо, = 410000 › ] 
1 и 
Тз — 91050 › 14 = 3055000 › 
я я (42 
1047,40 ? "в 3499? 
1 ты 
17 — рэбБо * Тв — 19 350 }. 


Приведенные числа показывают, что массы больших планет вообиц 
очень малы по сравнению с массой Солнца н это обстоятельство являетс: 
важнейшим из тех, которые позволяют построить теорию движени: 
этих тел с достаточной (по крайней мере с точки зрения практики! 
точностью. 

Напишем уравнения двыжения в форме (23), т.е. будем рассматривать 
движения больших планет относительно системы координат, начало 
которой совпадает с центром тяжести Солнца 2). Мы получим слелую- 
ние уравнения: 


че -+Ма т) 0%, т Е | 

т т) = 9%, ыы | 
Ч -- 2 (1 +т) 9%, Г (1 т) = 2 х | 9) 
и а 
г, +еа т) = о, т ва ть) * = о | | 


где функции Ю:, Ю»,..., Юо определяются формуламн (24), выведен- 
ными в $ 19. Рассматривая эти выражения, мы убеждаемся в том, что 
ввилу малости масс, правые части уравнений (43) будут численно также», 
весьма малы 3), по крайней мере в течение промежутка времени, для. 
которого радиусы-векторы Гу, 7, ...,7%. и взаимные расстояния ДЛ 
.. ‚Ив остаются бблышими некоторого неизменного, 
нуля предела. 

Поэтому, в первом приближении на пули интегрирования уравне- 
2, ок, 


, 
х, 92 


12 
отличного от 


ний (43), мы можем отбросить малые члены 


Бена в этих 


2) Этн числа взяты вз первого тома книги Рессела, Дэгана и Стюарта 
„Астропомия“ (ОНТИ, 1935}. Масса Плутона, т. е. величина ть точно неизвестна. 
Предполагается, что она составляет около 0,9 массы Земли. 

2) Такая снстема координат называется гелиоцевтрической. 

3) По сравнению со вторыми членами левых частей уравнений (23). 
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равнениях, вследствие чего уравнения чрезвычайно упростятся, приняв 
следующий вид: 
4х, 
ав 


ат 0, Ра ат) 0, ] 
= 8 [18 8 


ав ат) =0, о о 

422. ю 2 @2^ х. 

тат) =0, ее ачт) я =0, $ (44) 
ь : а з 

рат о, Ча +10, 

ау У. «Ра 5 2 

а + (+ ть) = 6, вату =0. } 


Весьма важное свойство системы уравнений заключается в том, что 
первые три уравнения не зависят от всех остальных в силу того, что 
они содержат только координаты Ха, у, 21 Точки М,; точно так же 
вгорые три уравнения не завнсят от всех остальных, так как содержат 
только координаты Х;, У», 25 и так далее. Таким образом в первом 
приближении система совместных уравнений (43) разбивается на девять 
групп систем уравнений, незавнсящих одна от другой и поэтому каждая 
из этнх групп может быть интегрируема отдельно. Эту задачу мы 
подробно рассмотрим в слелующей главе, 

Отметим важное динамическое значение уравнений (47). Рассмотрим, 
например, первую группу этих уравнений, определяющих функции хл, 
уь 21. Эти уравнения мы получили бы, если бы наша система состояла 
только из двух точек Мо и Ма, и они определяли бы тогда относи- 
тельное движение точки Л около /М. Те же самые соображения 
справедливы дня каждой из групл уравнений (44) и поэтому мы при- 
ходим к заключению; 

Первое приближение определяет двнжение каждой пла- 
неты отиосительно Солнца так, как будто бы все остальные 
планеты не существовали. 

Иными словами в первом приближении мы принимаем в расчет только 
действия притяжения Солнца на каждую из планет, а действиями при- 
тяжений всех остальных планет на ту, движение которой рассматривается, 
мы пренебрегаем- 

Фиктивное движение каждой из планет, определяемое первым при- 
ближением, называется невозмущенным движением, а истинное движе- 
ние каждой из планет называется возмущенным 1). . 

„ Иьтегрируя уравнения (44), мы получим формулы вида 


о р (Е $ „@ „@ 
Е ес 


И Е ие вое ›), (45) 
оо оюююс 1 
2 =ч9:(Ь в : г ‚ о г С 69) (Г=1, Я авоя 9), 


1) Употребляя термнн „нстинное“ дввжение, мы подразумеваем здесь дви- 
жение, определяемое точнымн уравненвями (43). Такое „истинное“ движение 
по прнячннам, изложенлым в главе первой, далеко еще пе является вастоящим 
лействнтельвым движением планет. 


5% 
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де с®, 60, 0, 60, 69 и С® суть произвольные постоянные интеграции, 
Эти формулы определяют невозмущенное движение каждой планеты, 
Но функции {, 9% и чь, удовлетворяя уравнениям (44), конечно, в 
удовлетворяют точным уравнениям (43). Однако в силу малости ма 
т., Ш»... Шу» результаты подстановки в уравнения (43) вместо Хх: 
у, 2 выражений (45) из невозмущенных движений представятся равен. 
ствами вида 

0 = малая величина 


и естественно предположить, что, придавая величинам (45) некоторы 
малые поправки, мы сможем сделать малую величину, в вышенаписан. 
ном равенстве, в точности равною нулю. Если такие поправки Лх, 
Лу, А2; определены так, что велнчины хь У 2ь определяемые фор- 
мулами 

х=р-- Ах, уф Ау, де Е Аа == вас (46) 


в точносги удовлетворяют уравнениям (43), то формулы (45) прелставя 
точное решение этих уравнений н определят истинное (в указанно 
выше смысле слова) движение больших планет. Величины Дх, Ду, Да 
называются возмущениями невозмущенного движения планеты Л отно- 
снтельно Солнца и та часть небесной механики, которая занимается 
определением этих величин, называется гиеорией возмущений. 

Отметим тут же, что при современном состоянии математического 
анализа, величины Ах, Ауь Д2; невозможно определить с абсолютной 
точностью, ибо тогда оказалось бы, что мы сумели проинтегрировать» 
до конца систему (43), каковое интегрирование, по крайней мере в. 
настоящее время, не может быть выполнено ввиду отсутствия 6 — 4 = | 
—6.9—4 =50 первых ннтегралов системы (43). 

Поэтому мы и не будем ставить своей задачей точное определение 
возмущений Дх,, Ду, Аг, а будем стараться построить методы, позво- 
ляющие определять эти величины приближенно, но с любой степенью 
точности. 

В задаче об определении движений болыпих планет солнечной. 
системы конечно могут быть приняты за основу не только уравнения (23), 
определяющие движения планет относительно Солнца, но и уравнения (31), 
определяющие движення планег и Солниа относительно общего центра 
тяжести всей солнечной системы, и уравнения (38), определяющие дви- 
жения планет в координатах Якоби. Однако, на практике оказывается 
более удобным пользоваться именно уравнениями (43), так как наблю- 
дения доставляют координаты планет относительно Солнца, а наблюде- 
ниями мы вынуждены пользоваться для определения численных значений з 
произвольшых постоянных, которые выражаются через значения коорди- 
нат и компонентов скоростей 1). . 

Так как начальные значения координат и скоростей определяются 
нз наблюдений и массы планет также определяются на основании 
наблюдательного материала, то возмушения Ах, Ду, Ид должны 
быть определены с такой точностью, чтобы координаты, вычисленные 


1) То-есть через значения этих величин для некоторого произвольно выби* 
раемого момента времени 1х. 
{ 
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по формулам (45), были достаточно близки к значепням этих же велнчин, 
полученным из наблюденнй, т. с. 
точность теоретическая илн точиость вычислений должна быть 
ие ниже точности наблюдений. 

Вообще зеоретическая точность всегда должна превышать точность 
наблюдений, так как выводимые в небесной механике формулы пред- 
полагаются пригодными фактически на достаточно большой промежуток 
временн, в течение которого точность наблюдений может постоянно увели- 
чиваться, вспедствие усовершенствования астрономических инструментов и 
методов наблюдений. Эти условия достаточно определяют ту степень 
точности, с которой должен работать теоретик, и указывают ему (по 
крайней мере приближенно) то количество шагов, которые он должен 
слелать на пути последовательных приближений, применяя тот или 
иной метод приближенного интегрирования диференциальных уравнений, 
определяющих интересующие нас движения небесных тел. 

8 24. Некоторые другие задачи небесной механики. Диферен- 
циальные уравнения, полученные намн для определения движения системы 
конечного числа материальных точек позволяют также исследовать и 
другие астрономические задачи, которые мы сейчас вкратце рассмотрим. 

2) Теория малых планет и комет. Хотя массы малых планет, 
а тем более комет, не могут быть определены более или менее уверенно, 
тем не менее несомненно, что они весьма малы, а потому мы можем 
считать, это эти тела не оказывают совершенно никакого гравигацион- 
ного действия ни друг на друга, ни на большие планеты н тем более 
на Солнце. Благодаря этому каждую малую планету или комету мы 
можем считать материальной точкой, как говорят, С „нулевой“ массой, 
подразумевая под этим, что на эту материальную точку действуют 
силы притяжения Солица и болыших планет, но что она сама не оказы- 
вает никакого влияния на движения этих тел. 

Предположим, что движения больших планет известны, т. е. Что их 
координаты суть известные функции времени, определенные с той илн 
иной степенью точности. Тогда для определения гелиоцентрического 
пвижения малой планеты или кометы мы можем воспользоваться урав- 
нениями (23). Обозначая координаты рассматриваемого тела просто 
через Хх, у, 2, мы имеем 


(47) 
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в которой Д; обозначает расстояние тела до одной из больших план 
а  — радиус-вектор соответствующей большой планеты. Мы може 
написать 


ДУ об-е», 
в=УИж+и а. 


Так как Хь, у, 2, а следовательно, и К; являются, по предположеник 
‘известными функциями времени, то функция Ю;, а следовательно, правы 
части уравнений (47) содержат также время явным образом. Это обстоя: 
тельство, вообще говоря, усложняет исслелование движения, но если 
системе (47) мы применим те приближенные методы, о которых говори: 
лось в предыдущем параграфе, то теоретические затруднения значи. 
тельно уменышатся. Во многих случаях систему (47) можно значительн 
упростить, отбрасывая в выражении функции Ю члены, содержащие множи- 
телем наименьшие из малых масс. 

Для многих малых плапет и комет в выражении функуйи Ю можн. 
оставить только один член, соответствующий Юпитеру, и тогда урав- 
нения движения могут быть написаны в следующем виде: 


@х хх: У, -- 2 ] 

а Гг Ч 

Фу Ха -- уу Е 221 

ае Г: ) р (9 
(5 хха -- уу: -Р 21 


В этих уравнениях 11 обозначает массу Юпитера, а Х;, у, 2, ето. 
координаты. При этом, мы можем еще более упростить задачу (и этим 
сделать ее теоретически еще более доступной), беря за 1, уь @ь 
функции, удовлетворяющие уравнениям невозмущенного движения Юпи- 
тера. Поставленная таким образом задача носнт название ограниченной 
задачи о трех телах. 

Ъ} Теория спутников. Каждая система какой-нибудь болыной 
планегы с ее спутниками может быть вполне уподоблена солнечной 
системе. Поэтому для исследования движений спутников можно восполь- 
зоваться теми же уравнениями (23), каки в предыдущем случае. Рассмотрим 
для определенности систему Юпитера с его девятью спутниками. Пусть 
Мь обозначает Юпитера, М;,..., М, — спутники Юпитера, Ми — 
Солнце, Ма, Мале, .--, АИ — большие планеты. - 

Движение самого Юпитера и остальных больших планет относительно 
Солнца мы предполагаем известным, определенным, например, так, как 
это описано в предыдущем параграфе. Но тогда, очевидно, будет 
известно и движение всех больших планет и Солнца относительно р 
Юпитера. 

Действительно, координаты Юпитера (при обозначениях использован- 
ных в $ 28) относительно Солица будут Хь, У», 25; координаты какой- | 
нибуль другой планеты относительно Солнца будут хь, уё, 2, (1-5) и, 
наконец, координаты самого Солнца будут 0, 0, 0. Отйеся движение | 


1 
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всех плаиет и Солнца к прямоугольной системе коордииат с началом в 
центре тяжести Юпитера и с осями, параллельными старым осям, мы 
видим, что координаты ‘любой планеты относительно Юпитера будут 


ж—х», У 1—5 | (#5), 
и координаты Солнца относительно Юпитера будут 
=: = > 
Поэтому, в силу сделанных выше предположений, все эти величины 
будут известными функциями времени. 


Напишем теперь диференкиальные уравнения движения спутииков 
относительно Юпитера. В силу формул (23) мы получим 


@х; х; 9; 

ВЗР Ая п) = т , 

ау; У; дв; 

ав + Кто тд а = га з (49) 


(ВЕЫП, воз | 


22; 2; 
ев ЧРИ Ре 


где По— масса Юпитера, т; — масса кажлого из спутииков, Г; — рас- 
хлояние спутника от Юпитера 1 и 


Е. и г 4 уу» 2:25 ) я 
К: == [ть = +. И (а 
Жо ую вы 1 эха 2 Уаз + Ра ) 
7 „... 
т. ЕЯ и а т, Е 


аналогичные выражеиия имеем для остальных функций А. 

В последнем выражении для К, первые восемь членов имеют такую 
же структуру, как и все члены в формулах (27), так как зависят только 
от неизвестных функций хь }ь & =. № ---. 9). Но остальные члены 
имеют другую структуру, так как в иих вхолят величины Х1о» 710» 210, 
ото бк Янь веко ат 558) По координаты Солица и больших пла- 
нет относительно Юпитера. Мы видели, что эти величииы могут счи- 
таться известными функциями времени, а поэтому функции Е; зависят 
также явно и от времени. 

Уравнения (49) можно значитеньно упростить, так как члены, зави- 
сящие от масс других больших планет весьма малы и ими можно 
полиостью преиебречь. Тогла в функции К; время будет входить явным 
образом только через посредство коордииат Солнца. Кроме того, мы 


1) Основные едивицы здесь удобиее выбирать иесколько иначе, чем лля 
случая солнечной системы. 


72 ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОТНОСНТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 


можем пренебречь (по крайней мере в первом приближении) взаимным 
действиями спутников лруг на друга и тогда система (49) примет вид 


- х 0 [1 ХХоРууь рае 
ав +] (то + т) т = о ( - а —. 


\ 
ах; | т | 
ау: од д п хо -- УУю-- 155) 
па (тт) = ть зу (АХО ‚рб 
(ЕЯ 2; 0 (1 Мю Ху Е 2ь | 
ав +7 @т -- ть) т По 0: (1. ‘Е т .} 


где 


А =Уе:— Хо Е 0% — ув (2 — 2), 
Г; = у. т + Я 


Эти уравнения такого же типа, как и уравнения (48), определяющие дви- 
жение малой планеты или кометы. 

Уравнения (49), разумеется, пригодны для любой Системы спутников, 
Ими можно пользоваться также и в теории Луны. 

Заметим еще, что обыкновенно написанные уравнения подвергаются 
различным дальнейшим преобразованиям, в зависимости от преследуемых 
исследованием целей и применяемых методов. Но в нашем курсе мы 
имеем ввиду дать только общее понятие об основных методах небесной 
механики, а поэтому различных других методов рассматривать совер-_ 
шенно не будем. 

8 25. Общие замечания 0б уравненнях, определяющих лвиження 
небесных тел. Диференциальные уравнения, которые мы получили для 
исследования движений различных небесных тел, имеют совершенно 
одинаковый вид, а поэтому для их решения могут быть применены 
одинаковые методы. 

Рассмотрим структуру этих уравнений с математической точки зре-_ 
ния. Все эти уравнения могут быть написаны в виде 


у 


(51) 


,2,..,п),| 


тде и некоторая постоянная, зависящая от массы точки Мьа ВЮ; 
функции вида 


® =Ю(ь у, Язь, Уз, 53... 3 Хи, Уи, 2; та, Ть, .., Ты). 
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Прежде всего отметим, что уравнения (51) легко разрешимы отно- 
сительно вторых производных от координат и поэтому могут быть 
прелсгавлены в виде 


(52) 


тле Хь Уь И функции, имеющие такую же аналитическую структуру, 
как и функции Ю.. 

Эти функции не зависят от первых производных величин х, и, 2 
но могут содержать время явным образом, как это имеет место, на- 
пример, для спутников болыших планет. Другой характерной особен- 
ностью этих функций является то, что Хьъ Уз 7; суть всегда алгебраи- 
ческие функции от неизвестных величин хь у, 2. Действительно эти 
величины в Хз, Уь 2: нигде не входят под знаком трансцендеитных 
функций. Наоборот время Ё (если оно действительно входит явным 
образом в функции Хь Уь 7) входит всегда я функции Хь У, 
трансцендентным образом. 

Чтобы установить типы алгебраических функций, входящих в пра- 
вые части уравнений (52), достаточно рассмотреть данные ранее выра- 
жения для функций А+. Сделав это, мы увидим, что Х», Уь И; суть 
дробные иррациональные функции величии х У, 2, так как эти вели- 
чины входят в функции под знаком квадратных корней и в знамена- 
телях. Эти иррациональности появляются вследствие присутствия рас- 
стояний Ги 4, входящих через силовую функцию (И, и имеют вид 


1 - 1 
Узтита Умри УЕ. 


По этой причине фуикции Х;, Уь И; обращаются в бесконечность, 
когда, по крайией мере, одно из расстояний Г или Ш обращается 
в нуль, т. е. когда какие-нибудь два из тел системы сталкиваются 
между собой. 

Эти обстоятельства крайне усложняют исследование уравнений (52) 
и поэтому должны быть подробно изучены. Фактически действительные 
столкновения между телами солнечной системы весьма мало вероятны 
н наблюдатели еще ни разу такого факта не отмечали. Но могут быть 
случаи (которые действительно встречаются), когда какие-нибудь два 
небесные тела, не сталкиваясь друг с другом физически, проходят 
весьма близко одно от другого, так что соответствующие расстояния 
лелаются весьма малыми, а поэтому в выражениях функций Ху Уь 4 
появляются члены весьма большие по числовой их величине. Такого 
рода полустолкновения также весьма усложняют исследование движений, 
ибо обычные методы приближеиий в этих случаях делаются непри- 
годиыми 
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Если же расстояния не слишком малы, то функции Хь Уь И; не 
‘представляют более никаких особеиностей и являются, как говорят. 
математики, правильными функциями величии х;, у, 2. 

Отметим, наконец, еще одно весьма существенное свойство функций Хь | 
У, 2. А именно эти величины зависят еще от масс ть Ть .. Та | 
которые являются малыми величинами, и могут иметь различные значе- 
ния в зависимости от условий задачи. Иными словами Хь Уь 7% 
зависят еце от некоторых параметров, которые обыкновенно имеют 
весьма малые численные значения. Это обстоятельство имеет весьма 
важное значение для построения приближениых теорий, так как позво- 
ляет искать фуикции Хь Уь 2, удовлетворяющие уравнениям (75), 
в виде бесконечных рядов, расположенных по возрастающим  степеням 
малых параметров 1, ть, ..., Ти. 

Такие ряды, формально удовлетворяющие уравнениям (75), всегда 
могут быть получены при помощи достаточно простых операций, но 
они будут представлять решение системы (75) только для тех значе- 
ний времени, для которых они оказываются сходящимися. Если по- 
следнее установлено, то беря в полученных рядах некоторое поненное 
число первых членов, мы получим приближенные выражения для функ- 
ций хь в, 2ь действительно представляющие эти функции с желаемой 
степенью точности, но, конечно, только для таких значений времени, 
для которых указанные выше ряды сходятся. 

Этими облцими замечаниями мы закончим главы, посвященные выводу 
н установлению вида диференциальных уравнений, определяющих дви- 
жения небесных тел и перейдем теперь к рассмотрению методов, позво- 
ляющих получить решения этих уравнений. В первую очерель мы рас- 
смотрим самое первое приближение, а именно теорию невозмущенного 
движения. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 
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8 26. Интегрирование уравнений невозмущенного двнжеиия 
Как мы видели в предыдущей главе, диференциальные уравнения не- 
возмущенного движения какой-нибудь большой или малой планеты или 
кометы относительно Солнпа, или спутника относительно планеты, 
могут быть написаны в следующем виде: 


а 


ра 
че Киа =0, (0 


где х, у, 2 суть координаты планеты в системе прямоугольных декар- 
товых координат с неизменными направлениями осей и с началом 
в центре тяжести Солнна и г— радиус-вектор планеты, определяемый 
формулой 


г=У у 2, \ 
аи есть некоторая постоянная, зависящая от массы планеты. Эта по- 
стоянная дается формулой 


и= К-т), (2) 


тде #1 — масса планеты, зыраженная в долях массы Солнца, и Е — гаус- 
сова постоянная 1). 

Система (!) может быть рассматриваема так же, как частный 
случай системы (23) главы четвертой, определяющей движение М ма- 
териальных точек относительно И -+ 1-ой. Этот частный случай полу- 


1) Для определенности мы будем рассматривать во всем последующем 
изложении движение планеты относительно Солица. Но те же уравнения {1} 
могут быть применены и для изучения движеннй снутников, относительно 
планеты и для изучения движения одного из комнонеитов двойной звезды, 
отиосительно другого и т. д. Эти различные задачи отличаются одна от дру- 
той только зиачением коэфициеита р. В последующем нзложении для сокра- 
щения словесных формулировок тело, движение которого изучается, мы будем 
во всех случаях называть планетой. 
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3 
чается при НП == № т. е. тогда, когда система состоит только из двух. 
материальных точек. Поэтому все выводы, полученные нами для общего 
случая, справедливы также и для системы (1). В частности система (1) 
имеет четыре алгебраических интеграла, не содержащих явно времени. 
Так как система (1) есть система шестого порядка, то для ее полного 
интегрирования необходимо иметь систему шести первых независимых 
между собой иитегралов. Мы уже имели случай отметить выше, что 
при п==1, недостающие два интеграла могут быть получены, а по- 
этому система (1) может быть полностью интегрирована. | 
Вывелем теперь все первые интегралы системы (1). Хотя интеграл | 
живых сил и интегралы площадей могут быть получены из уравнений (29) _ 
и (30) главы третьей, как частные случаи, мы все же выведем эти. 
интегралы непосредственно из системы (1). Г 
о сначала уравнения (1) соответствеино на 2% ‚ на 2 ай 


Чаи 


и на 24 г и сложим все три уравнения. Мы получим 
ах р ау гу ах аз в (к п “) | 
2-е ав Г гай Г 2 ав = ха г 24) * 
Но так как Е ЧА то 
г ® 
гщ=х у Е > , (3) 


и предылущее уравнение примет вид 
а (1) +) ‚ (| 2 (т 
Е Г ЕП И ЯЕ ИЕ” 
откуда интегрированием получаем 
ах [0 Ге 2, 
т +() +(=) = 
где й — произвольная постоянная. 
Обозначим через У скорость планеты. Тогда 


з__ (ах \* ау\2 2 \? 
и (в) + (а) +(и) ® 
и предыдущее уравнение напишется в виде 
У А. (5) 


Это обычная форма интеграла живых сил невозмущенного движения. 
Численное значение постоянной й определяется начальным значением 
радиуса-вектора Г и скорости У т. е. значениями этих величин в на- 
чальный момент &. Обозначая начальные значения Ги У через Го и У’, 
мы получим из уравнения (5) 

2 
Е 2 
= И, — го (6} 

Выведем теперь иитегралы площадей. Умножим второе из уравне- 

ний (1) на — 2, третье на а ий сложим оба уравнения. Мы получим 


ИНТЕГРИРОВАИИЕ УРАВНЕНИЙ НЕВОЗМУЩЕНИОГО ДВИЖЕНИЯ ЧТ 


Аиалогичио выведем уравнения 


2 
ПЕРИ 
@х 
ое 
Интегрируя эти три уравнения, мы найдем 
[3 ау 
У а 
; „ @Х @ 
тие = (7) 
ау ах _ 
хи Уж 


Уравнения (7) прелставляют интегралы площадей. Сл» С» Сз СУТЬ 
три произвольные постоянные, численные зиачения которых опреде 
ляются формулами 


| 
‚5 о 


Иитегралы (5) и (7) известны нам еще из общей теории. Выведем 
теперь три новых интеграла уравнений (1), которые существуют только 
в невозмущенном движении. Эти интегралы были впервые получены 
Лапласом. 

Предварительно получим ‘некоторое соотношение, связывающее 


к а 
только радиус-вектор Г и время | Обозначим величину Г -де Через в. 
Диференцируя после этого формулу (8), мы получим 
@\ 


а а А (%) ( 
= ав РУ (м) + та! Е) * 


Подставляя в это соотношение вместо вторых произволных их зна 
чения из уравнений (1} и вместо квадрата скорости — его выражение 
из интеграла живых сил, мы найдем 


и. 
тетя? й. (9) 
Диференцируя уравнение (9), мы получим 
гг ва 
а 


ИЛИ 
вн. (10) 
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Это уравнение имеет такой же вид, как и каждое из уравнений (1). 
Поэтому, комбинируя это уравнение с каждым из уравнений (1), мы 
получим соотношения вполне аналогичные по форме интегралам пло- 
щадей. 

Действительно, умножая первое из уравнений (1) иа —", уравне- 
ние (10) на -|-Х и складывая, мы получим 


г № 


че ие 
и аналогично 
а у 
Ув" , 


гг’ р 
а" ав =0. 


Интегрируя послелние три уравнения, находим соотношения 


а а — 
а’ Чу 

Ущ—ИаЕ =, (11) 
а’ „ @2 

рю пи о 


где [, ри [5 — три новые произвольные постоянные. 
Уравнения (11) представляют три новые первые интеграла системы (1), 


так как левые части этих уравиений суть функции координат х, у ги 
@х у 


компонентов скорости т › Е , АЕ ‚ приводящиеся к постояниым в силу 
уравнений (1). Чтобы убедиться, что левые части уравнений (11) со- 
держат только координаты и первые производные, подвергнем их неко- 
торому преобразованию. Для этого исключим Й из уравнения (9) и из 
интеграла живых сил и напишем результат исключения в виде 


ше У» 2) 


а" 
Подставляя теперь в уравнения (11) вместо чи “Го значение из 


соотношения (12), мы представим уравнения (11) в виде 


м4 _ 
Е ЭЛ. 
ЕВ, У Е 
а пи. (13 
ие Шт @2 
А 
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а 
Наконец, заменяя У? и Г-др ИХ выражениями из формул (3) и (4), 


мы можем написать найденные интегралы еще в следующем виде: 
Хх, 9 [/. @\_ @ ах ") 
т (х а У и а Х ве) =: 
ну, @ 2 ау ах ( Пу г) й 
ЧР ( в“ т) ТИ (14) 


ИН ах ах р ( 42 _ т) = 
Ри ее о Хш) имо Ь. 


Уравнения (11) [а также уравнения (13) и уравиения (14)] назы- 
ваются интегралами „Лапласа. Они позволяют вместе с интегралом 
живых сил и интегралами площадей довести до конца интеграцию 
уравнений (1). Численные значения постоянных 1, № и [3 получаются 
в зависимости от начальных условий, например, из следующих формул: 


С а 
=. ® —(, и |3 


Биты), @5 


где 


(ао, (ао на), 


Вместе с интегралами Лапласа мы имеем теперь семь первых инте- 
гралов системы (1), а именно — интеграл живых сил, три интеграла 
площадей и три интеграла Лапласа, т. е. как будто даже больше чем 
нужно, так как уравнения (1) образуют систему шестого порядка. 

Однако, эти семь первых интегралов не могут составить общего 
интеграла системы (1), во-первых, по той причине, что ни один из этих 
интегралов ие содержит явно времени, а во-вторых, потому, что Эти 
семь иитегралов ие являются независимыми. 

Действительно мы сейчас покажем, что между найденными семью 
интегралами существуют два тождествеиных соотношения. Помножим 
левые части интегралов площадей соответствеино на левые части инте- 
гралов Лапласа и результаты сложим. В силу уравнений (1) и (11) мы 
найдем ` 


42 ау аг’ „ ах 4х. № а" ‚ 
( ше 9) (© И «= НЕ” ч)( те“ Е 


+( о у 1.) ея =” дру ай Е сы Е С» 
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что можно написать также в следующем виде: 
Ц’ @ ау ах 2 ау ах 
ИИ [&( т © ие)-НУ(е ПИ ае)-+2(х И 1) | 
„Г ах 4 _ цу ; Ч ах 2 [а [3 @х\] _ 
п [1% а 2щ)- (2 чехи )-Н- (9 Уч )|— 88 
=ай + - с. | 
Нетрудно убедиться в том, что каждая из квадратных скобок в ле. 


вой части последнего равенства тождественно равна нулю, а поэтому 
мы получаем следующее соотношение: ь 


Ср с} сыр = 0. (16) 


Так как С1, С», С, представляют собой левые части интегралов пло- 
щадей, а ], ]ъ, ]з — левые части интегралов Лапласа, то уравнение (16) 
представляет собой соотнощение между этими шестью интегралами, 
Это первое соотношение между первыми интегралами системы (1). 
Чтобы получить второе соотношение, возведем уравнения (7) в ква- 
драты и сложим. Мы находим. 


арете= 
2 ау? 4х а \* ау ах \? 
(у ве = +( Ч и) +( в У =. , 


что с помощью известного тождества Лагранжа может быть написано 
в виде %) ь 


ь 
. 
к 
| 


ареате= 
нокиа) зн). 


откуда с помощью формул (3) и (5) получаем 


ааа (и). (7) 
Далее из уравнений (11) находим 
2 т” ы 2 а’ х2 
ВЕЕР (щ) 27° и, 


откуда с помощью формул (5) и (9) выводим 


ПИ (и). (8) 


1} Тожнество Лагранжа выводится в теории детерминантов и пишется 
так 


(аа На = (а,6, 12.6, аб" 
-- (@:6. — а} (4565 — а.) (4:6, — а:6.}з. 
Нетрудно проверить справедливость этого равенства непосредственно. 
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Исключим теперь г" из уравненый (17) и (18). Мы получим 


ЕРВ="(* +). (2% в) в +8 +8) 


или, после упрощений, 
РВВ Ва. (19) 


Это уравненне представляет второе соотношение между первыми 


интегралами системы (1). 

Из лвух найденных соотношений мы можем выразить какне-нибудь 
две из семн постоянных Й, Сл, С» 6 , |» [зв функции пяти осталь- 
ных, что показывает, что из семн найденных намн первых нитегралов 
только пять являются независимыми, а поэтому этн семь интегралов не 
образуют общего интеграла снстемы (1). 

Но последний недостающий интеграл может быть найден весьма 
чегко. Действительно, из уравнений (5), (7) н (4) мы можем опреде- 


лить какие-нибудь пять из величии Х, }, #, Х У, 2 в функции шестой 1), 
например х. Выполняя это, мы получим соотношення вида 


у= 91 ©; В, Сы 6», 6 в, Ь Ь } 
2 == фа (5; й, Сь 6» С > № В, 
Хх = 9365; В, Сы бы С» [ь [№ №, 
у == Фа; Й, Сь бь 6 |, Ъ, №, 
2 = $5 (5; В, Сы, С» С |» №ь № 
Возьмем теперь какое-нибудь из ‘уравнеинй 


7 м ас (= 
а то 


(20) 


А 


например, первое н напишем его в виле 
ах 
т 5 5; В, бь бы вы, |» № Ъ- 
Это соотношение представляет диференциальное уравнение с пере- 
менными х и Ь которое интегрируется разделением переменных. Вы- 
полняя интегрированне, мы получим уравненне 


И — Е--а, 


а (5 В С Са» 6» Нь 1» №) 


где 2 — произвольная постоянная. 
Определяя из последнего уравнения х, как функцию Ь мы можем 
написать 
х =, (В; В, Сл» 65, С» Ь, [№ Ь, 9), 


1) Это возможно, так как уравнения (5), (Г) и (14) эквивалентны системе 


пятн независимых уравнений между шестью переменными №, 2 у. =. По- 


ь р Их бу 1 
эледние три величины обозначают пронзводные Е’ т та . 


в пение 
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после чего из уравненнй (20) определяем у, 2, х, у, 2 так же в фу 
цин Ён произвольных постоянных. Снстема полученных уравиений 


Х= 91 (В В, 6, бы, 63 |, ЬЬ, Ь 8), 
у= 3%; И, Сь С» 6 1, Ъ, № 8), (21 
2==93(6 И, С, бы, 63, [> [5 | В), 


х Ча (ЕП, сиу ба сз, р, Ть, |» 82), 
95 (В И, Сл бо, 6, [> № № 8) (2 
2 = 46 (6; №, Сл» съ 6» |, |ь {» 8), 


| 


у 


6] 


представит общий интеграл системы (1), так как х, у, 2, х, У, 2 вы 
ражены в функции времени н шести произвольных постоянных 1). Урав- 
нення (21) представляют параметрические уравнения траекторни планеты 
в ее относительном квижении вокруг Солнца, так как лают возможность 
определить координаты планеты для каждого момента временн. Урав- 
нения (22) определяют компоненты скоростн, а следовательно, величину 
и направленне скорости. Действительно, величина скорости определится _ 
формулой 


у=Изтуха, 


а направленне скоростн определится ее направляющимн косинусами, 
которые соответственно равны 
1 


х У 2 
Узтяча’ Упчяче Увуруа 

Заметим еще, что величину скорости удобнее определять из иитег- 
рала живых снл, так как после определення коордннат х, у, г радиус- 
вектор Г лелается также известной функцией временя. 

$ 27. Общие свойства невозмущенного движении. Качественный 
анализ. Первые интегралы системы (1), полученные нами в предыду- 
щем параграфе, позволяют установить некоторые общие свойства невоз- 
мущенного движения, не выводя даже окончательных формул, опреде- 
ляющих коордннаты н компоненты скорости в функции времени. 

Рассмотрим сначала интеграл живых сил (5). Постоянная й, вхо- 
дящая в это уравнение, определяется только значеннями начального 
раднуса-вектора планеты и ее начальной скорости. При этом 


2 
если У? —# то постоянная й<0, 


бо 
2и 

п м > ® й=0, 
2 

ь чи ь > 0. 


т) Вспомним, что из семи постоянных Й, Сь, С», сз, 1» [» {3 только ПЯТЬ Яв- 
ляются независимыми, а шестая постоянная есть 8. 
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Так как скорость движения планеты всегда действительна, то вели- 
зина У? ни для какого момента времени не может принимать отрица- 
тельных значений. Поэтому, нз иитеграла живых сил 


7 
НВНьй 


выводим неравенство 
2 
= 12.0, (23) 


которое должно выполняться для всех значений #. 

Если #20, то неравенство (23) выполняется при любых (положи- 
тельных) значениях радиуса-вектора Г. Поэтому, при й 20, Х может 
принимать любое значение от О ло оо. 

Наоборот, еспи й < 0, то неравенство (23) будет выполняться не 
для всех значений Г, а ТОлько для таких его значеннй, которые улов- 
летворяют неравенству 


2 
ы зы 


Обозначим правую часть неравенства через Г. Это вполне опреде- 
ленная положительная величина, зависящая только от массы планеты 
и начальных зиачеиий ее радиуса-вектора и скорости. Неравенство 


р АР 


показывает, что при < движущаяся планета всегда остается внутри 
шара с центром в Солнце и с радиусом Г, т. ©. что движение проис- 
ходит в коненной области пространства. 

Рассмотрим теперь интегралы площадей (Т). Умножая эти уравнения 
соответственно на Хх, У, 2 и складывая, мы получим следующее урав- 
нение: ` 


сх - сзу Е све ==0- (24) 


Уравнение (24) показывает, что двнжение планеты происходнт в не- 
нзменной плоскостн, проходящей через центр Солнца. Иными словами, 
траектория (или орбита) планеты есть плоская кривая. 

Положение плоскости, определяемой уравнением (24), вполне опре- 
пеляется численными значеннями постоянных 6х, Ср» Сз- Действительно, 
обозначая углы, которые образует перпендикуляр К этой плоскости 
с положительными направлениямн осей координат, через а, Ви фи по- 


лагая 6 = УЕ е- о, мы имеем 
с. с. С. = 
с0ва=-,-, с0$ В ===, с08у= —. (25) 


Если мы условимся прнписывать величине с определенный зиак, то 
формулы (25) однозначно определят положение плоскости орбиты от- 
носительно осей хуг. 


Между углами а, В, $? существует известное соотношение 


6032 а -|- соз? В -- сз у =1, 
&»х 
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показывающее, что только два нз этих углов являются независимыми, 
Третнй угол определяется из этого соотношения, когда два пругие из 
вестны. Удобнее выразить все трн угла через два независимых, которы 
имели бы к тому же простое геометрическое значение. 

Это можно сделать следующим образом. Плоскость орбиты перес 
кает плоскость хОу по прямой линии, называемой линией узлов. М! 
вполие определнм положение плоскостн орбиты, если будем знать угол, 
образуемый линией узлов с положнтельным направлением осн Ох, и 
угол, образуемый плоскостью орбиты с плоскостью хОу. Последний. 
угол равен углу между перпендикуляром к плоскостн орбиты н осью 08 
т. е. углу у, который вполне определен, если установлен знак посто- 

янной с. Этот угол называется накло-_ 

2 нением орбиты и обозначается обык- 

новенно буквой {. Первый угол еще 
не вполне определен, так как еще не 
установлено положительное направле- 
ние линии узлов. К. 

Условимся, считать положитель- 
ным то направление линии узлов, ко- 
торое пересекает планета, переходя 
из области отрицательных значений 
координаты 2 в область положитель- 
ных ее значений. 

Положительное направление линнн 
узлов, т. е. полупрямую, исходящую 

Черт. 1. из начала координат в положительном 
направленин, мы назовем линией вос- 
ходящего узла. Другую полупрямую, которую планета пересекает, 
переходя из области положительных значений 2 в область отрицатель- 
ных ее значений, назовем линией нисходящего узла. Тогда положенне 
плоскостн орбнты по отношению к осям хух однозначно определится 
наклониостью Ё и долготой восходящего узла 4%, где 4% — угол, 
образуемый линией восходящего узла с положительным направлением 
оси Ох (черт. 7). Наклонность { измеряется от 0° до 180° (нли от —90° 
до -- 90°), долгота восходящего узла измеряется от 0° до 360°. Выра- 
зим теперь углы а, В иу через фи 5%. Для этого опншем из начала 
координат, как из центра, сферу радиусом, равным единнце. Плоскость 
хОу пересечег эту сферу по большому кругу ху. Плоскость орбиты 
пересечет сферу по болышому кругу 5ЪА. ОР есть перпендикуляр 
к плоскостн орбиты и точка Р — точка пересечения этого перпендику- 
пяра со сферой. Стрелкой показано направление движения планеты. 
Тогда дуга большого круга Рх равна углу а, дуга большого круга Ру 
равна углу В. Дуга Х9Ъ есть угол 5Ъ и сферический угол А$Ъу равен 1. 
Из сферических треугольников РхУ, и РубЪ без труда находим 


с05 а = $1 [511 5Ъ, 
с03В = — 34 2608 5%. 
Кроме того нам известно, что 
60$ у= 036, 
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и из формул (25) мы находим 


= ся, 
с: = — 6 51208 5Ъ, (26) 
` бе (6591: 


Так как Су, бо в ис определяются из начальных условий, то углы 7 

и 5 можно считать известными, если начальные условия заданы. 

Плоскость орбиты становится неопределенной только в том случае, 

когда все три постоянные площадей одновременно равны нулю. Но тогда 

движенне происходит по прямой линии, проходящей через начало коор- 

динат (через Солнце) в определенном направлении. Действительно, при 
С1 = бо ==; = 0 


ивтегралы площадей могут быть написаны в виде 


(2) =6, (=) =6, (%)=5. 


Ивтегрируя последние уравнения, получаем 


8—9 Ба В 
я 
откуда, в свою очередь, получаем уравнения 
С Е 
жо А’ 


А это есть уравнеиия прямой, проходящей через начало координат и 
через точку (Хо Уз 20), т. ©- начальное положеиие планеты. 

Нетрудно установить, какне начальные условия приводят к прямо- 
линейному движению. Полагая в формулах (8) С, == бь == 63 = 0, мы вы- 
воднм из них следующие равеиства: 


Хо У 
Последние условия выполняются ИЛИ В случае, когда 


(2) =(2: =(#) о 

ао _ = ео * 

или в случае, когда начальные значения производных пропорциональиы 

начальным значениям коордннат. =” 

В первом случае начальная скорость У. также, очевндно, равна нулю, 

а во втором случае направление начальной скоростн совпадает с направ- 

леннем прямой, проходящей через начало координат и точку (о, У 2). 

Еслн С, С2 И 6з не равны одновременно вулю, то движение ие мо- 

жет быть прямолннейным. Действительно, вычислим кривизну орбнты, 

т. е. кривизну пространственной кривой, определяемой уравненнямн (1). 

Обозначая кривизну буквой К, имеем из диференциальной геометрии 
ду 22 42 Ру\? 2 @х ах @:2\2 хх Фу @ 22 
ага #)) +(* в Ш 2) +(% ав Ш в) 


ка] 
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Но из уравнений (1) мы находим 
ОВ ь 28 = ( м2) 
ар = (У ь 
откуда в силу уравненнй (7) получаем 


и аналогично 
42 2х ах @аь Са, 


а ав нар» 


вследствие чего выраженне для кривизны примет внд 


т (27) 


откуда следует, что К тождественно равно нулю только в случае, когда 
с =0,т. е., когда 6, =6, =6. =0. Обозначнм теперь через $ площадь, 
опнсываемую раднусом-вектором планеты за время Ь н проекции этой 
площади на плоскости у02, гОх и хОу соответственно через АД, В, С. 


— “уе 


и, в снлу уравненнй (7), 


откуда получаем ; 


Но ВИС 
ТР п 2 
и 
с , 
= ЕС. (28) 


Уравненне (28) показывает, что 
площадь, описываемая раднусом-вектором планеты, пропор- 
циональна времени, в течеиие которого она описана. 

Мы узнаем в этом свойстве движения хорошо знакомый второй 
закои Кеплера. 

Пользуясь иитеграламн площадей, мы установили, что орбита пла- 
иеты есть плоская кривая, лежащая в плоскости, проходящей через 
центр Солнца. Установим теперь вид этой кривой, для чего рассмотрим, 
неиспользованные еще нами, интегралы Лапласа. Помножив уравнения 
(11) соответственно на Хх, ун 2 и сложив полученные три уравнения, 
мы получаем 


Сун хр +3, 


откуда, с помощью формул (9) и (17) найдем следующее уравнение: 
выс — хр — Уь-— 2 (29) 
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Это уравнение второй степени между переменными Х, у, 2 и поэтому 
оно нзображает поверхность второго порялка. Так как радиус-вектор Г 
выражается из уравнения (29) рациональным образом через координаты 
х, у, 2, то один из фокусов этой поверхностн совпадает с началом 
координат т). Нетрудно показать также, что поверхность, определяемая 
уравнением (29), есть поверхность вращения вокруг оси, проходящей 
через начало координат. Действительно, рассмотрим плоскости, опреде: 
ляемые уравненнем 


хр у ав =, (30) 
гле 4 — любая постоянная. Из уравнений (29) и (30) находим 
иг = с? — ==5с0103%, 


что показывает, что сечение поверхности (29) любой плоскостью из 
семейства параллельных плоскостей (30) есть окружность. Следова- 
тельно, поверхность (29) есть поверхность вращения вокруг прямой, 
прохолящей через начало координат, перпендикулярно к плоскостям (30). 
Эта прямая есть ось поверхности н ее уравнения имеют ВИД 


ДУ би (88) 


Так как 
ор саь-НсаЁз == 0, 


то прямая (31) лежит в плоскости, определяемой уравнением (24), т. е. 
ось поверхностн (29) лежит в плоскости движения планеты. Пересече- 
ние плоскости (24) с поверхностью (29) определяет кривую, по которой 
происходит движение планеты, т. ®. орбиту планеты- 

Так как сечение поверхиостн второго порядка любой плоскостью 
есть кривая второго порядка, то орбита планеты есть плоская кривая 
второго порядка- Так как плоскость орбиты проходит через ось вра- 
шения поверхностн (29), то орбита имеет те же фокусы и те же вер- 
шины, что и поверхность (29). Поэтому мы заключаем, что 

невозмущеиная орбита планеты есть плоская криваи второго 
порядка, один из фокусов которой находится в центре Солица 
и ось которой определяется постоянными интегралов Лапласа 
Я УТ» № 

Орбита планеты есть, следовательно, эллипс, парабола нлн гнпер- 
бота. Из соображений, развитых в начале параграфа, следует, что ©р- 
бита будет эллнисом, если В < 0, так как прн этом условин траектория 
движения должна вся лежать в конечной части пространства н из кри- 
вых второго порядка только эллипс обладает этим свойством. Несколько 
ниже мы увидим, что прн В-=0 орбита есть парабола н прн й>0— 
гипербола. 

Ближайшая к Соянцу точка орбиты, т. е_ ближайшаи вершина кри- 
вой называется перигелием орбиты. Другая вершина, если орбнта есть 


1) Фокусом поверхности пазывается такая точка пространства, расстояиие 
которой до любой точки поверхности выражается рациональным образом 
через координаты этой точки. 
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1 
эллийс, называется афелиелм орбиты 1). Если орбита есть парабола, то. 
вторая вершина лежит в бесконечности, а поэтому у параболической. 
орбиты афелий не рассматривается. Еслн орбита есть гипербола, то вто-_ 
рая вершина лежит на другой ветвн этой гнперболы, по которой дви- 
женне происходить не может, так как сила, управляющая движением 
планеты, есть сила притяження, всегда направленная к Солнцу, вследст- 
вие чего вогнутость орбиты всегда направлена к Солнцу. Поэтому для 7 
гиперболы афелнй также не рассматривается. р 

Теперь нам осталось только определить размеры орбиты и устано-_ 
вить закон движения по ней. Это мы сделаем в следующем параграфе. 

$ 28. Формулы невозмущенного движения. Количествеиный ана- 
Лиз. В $ 26 мы получилн полную систему первых интегралов для урав- 
нений невозмущенного движения (1) н проинтегрировали таким образом 
этн уравнения полностью. Рассматривая полученные интегралы, мы вывели 
в предыдущем параграфе общие свойства невозмущенного движення, 
т. в. выполиилн Качественный анализ этого движення. Настоящий 
параграф мы посвятим количественному анализу движения, т. е. выводу 
формул, прн помощи которых можно фактически определить положение 
планеты и ее скорость для любого момента времени. 

Уравнения невозмущенной орбиты, т. е. линни, по которой дви- 
жется планета под действием притяжения одного только Солнца, 
нмеют внд 


сх -- бу -{ сё = 0, } (32) 


рр с — х— У — |2. 


Как уже было показано, уравнения (32) определяют плоскую кривую 
второго порядка, один из фокусов которой лежит в центре Солнца. 

Чтобы привести уравнения (32) к более простому виду, мы введем 
новую систему координат 22 с началом в центре Солнца, За плоскость 
О] мы примем плоскость орбиты, т. е. плоскость, определяемую пер- 
вым уравнением (32). Положительную ось & мы направим по оси орбиты 
в сторону ближайшей к началу координат вершины, т. е. к пернгелию 
орбиты. Положительную ось @ паправим по перпендикуляру к плоско- 
стн орбиты, т. е. по прямой, определяемой уравнениями 


х 
д = 


г“ 


Ш [ 
а 


Ось 2/ выберем в плоскостн орбиты таким образом, чтобы систему. 
координат 76 можио было совместить со старой системой координат хух 


т) Если рассматривается не движение планеты относительно Солнца, а лви- 
жение какого-либо другого небесного тела, то употребляются аналогичные 
иазвания. Так, лля движения Луиы вокруг Земли вершнны орбиты называются 
перигей и апогей, для движеиня, например, спутпика вокруг Юпитера—перио- 
вий и апоцовий, для движения одной звезды вокруг другой — периастр и апо- 
астр ит д. 
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ири помощи надлежащего вращення. Тогда направляющие косинусыь: 
новых осей координат будут соответственно равны 


ра №, > для оси &, 
= вы сз, с — С, для оси 2) 1), 
1 5, © ь “> для оси 6. 


Поэтому формулы преобразования, связывающие новые координаты 
со старыми будут иметь внд 


= Ча. В. 
Ах у ль ] 


сз = ах Л ы С у-- № Е Сай 2, (33) 


В силу этих формул уравнения орбиты планеты нанншутся, как этс 
легко вндеть, следующим образом: 


Е } (34) 
= 1, 
где 
=, 


так как расстояние точки до начала координат имеет в новых коордн- 
натах такой же внд, как н в старых, а б==0 для всякой точки орбиты. 

Очевидно, что плоскость движения, т. плоскость 7) является 
неизменяемой плоскостыо для невозмущенного двнжения, так как эта 
плоскость перпендикулярна прямой, определяющей направленне глав- 
ного вектора момента количества движения. Поэтому интегралы площа- 
дей в новых координатах будут иметь вид 


45 @ _ 
ас ан = © 
а 4 
Е @7 ЦЕ 


ие 


Но в этой системе коордннат б=0 во все время движения и два 
первые из написанных уравнений удовлетворяются тождественно. По- 
этому из трех интегралов площадей остается только один последний 


@1 И 
Ве ие (35) 


1) Направляющие косинусы для оси 2) получены из формул, внолие аиало- 
гичных формулам (10), выведеивым в $ 16. 
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Введем теперь полярные координаты г и и формуламн 

Е=РсОЗЬ, И =ЕГЗТЬ, (36) 
тде г — угол, образуемый радиусом-вектором планеты с положительным 
ваправленнем оси &, т. е. с направлением на пернгелий. Илн, что то 
же, и есть угол, образуемый раднусом-вектором с лннией апснд орбиты. 
Этот угол называется истинной аномалией планеты и отсчнтывается 
от пернгелия против часовой стрелки от 0 по ©. В снлу формул (36) 
уравнение орбиты в плоскости движения напишется следующим образом: 

г = 6 — и соЗи, 
или 
6 


а, (37) 


1+ 7 оз 
в 


Это есть полярное уравнение кривой второго порядка, причем по- 
люс лежит в фокусе кривой н полярная ось направлена по оси кривой. 
Обозначая через р параметр этой крнвой н через е — ее эксцентриси- 
тет, т. е. полагая 


# 
—==, 38 
= (8) 
мы напишем уравиенне орбиты в обычном внде 
2 фл 
| 1-5 2е5055° (39) 


Это уравнение определяет раднус-вектор планеты, как функцию ис- 
тинной аномалии 0. Выведем теперь соотношенне, связывающее истнн- 
ную аномалию с временем. Для этого преобразуем ннтеграл площадей 
(35) к полярным координатам. Из формул (36) мы имеем 

НЫ 
100 = =? 
откуда получаем . 
о = агс о {40) 
„Диференцируя последнее соотношение по Ь мы находим 
р - 4 
О ИТ 
па &--° › 
откуда в силу уравнения (35) получаем слелующее уравнение: 
@ 


вщ=е. (41) 


@ 
Отсюда видно, что при с > 0, ВЕ >0 и угол ё возрастает вместе 


с временем. Такое движение называется прямыл. Если с < 0, то и 


40 
—; < 0, т. е. угол убывает при возрастании времени. Такое движение 
@ ы р: 


@ 
называется обратным. Наконец, если с = 0, то ЕЕ 0, откуда о = сопзь 


и мы имеем прямолинейное движенне. 
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Уравнение (41) определяет связь между и и 1. Действительно, под- 
ставляя вместо Г в уравнение (41) его выраженне из уравнения орбиты 
(39) и вместо 6 его значение из формулы (38), мы получим 

ра = 
(66055) — Ура 
причем знак плюс должен быть взят для прямого движения, а зиак 
минус для обратного. 

Мы будем рассматривать исключительно прямое движение планет, 
так как почти все движения в солнечной системе, за немногими исклю- 
чениями, являются прямымн. Впрочем, как видно нз последнего урав- 
нения, обратное движение всегда может быть преобразоваио в прямое 
простым изменением знака у 1 Обозначнм через т момент, Когда пла- 
нета находится в перигелии. Тогда # ==0 и, интегрируя последнее урав- 


нение, мы получаем 
3 2 
2 
р @ 
ИИ о орбннй (42) 
б 


Это уравнение определяет время Ь как функцию истииной анома- 
лни 0. Разрешая уравнение (42) относительно и, мы получим формулу 


вида 
+@— т), (43) 


откула можно вычнслнть и для каждого значення 1. Определнв 0, мы 
найдем г из формулы (39) и таким образом определим положения пла- 
иеты в плоскостн движения. Зная Ги и, мы определим координаты Ё ня 
в плоскости движения по формулам (36), после чего можем найти ко- 
ордннаты х, У, # по формулам (33). Действительно, разрешая уравне- 
ния (33) относнтельно х, у, 2 и имея в виду, Что с =0 во все время 
движения, мы получим | 


о 


й сы — сз } 
а о ЕТ РЫНЕ 
т и 
—- 
|7 , (44) 
Ь ее 
пи". 
Е Чльноь 5 
Координаты х, у, # можно также выразнть другнми, более удоб- 
иыми формулами, вводя вместо постоянных Сл, Сэ, С» 1» |» 3 постоян- 
ные, определяющие положение плоскости орбиты в системе коорди- 
нат ху? н положение орбиты в этой плоскостн. Положение плоскостн 
орбиты вполне определяется наклонением # н долготой восходящего 
узла 5. Положение орбиты в этой плоскости может быть вполне опре- 
делено углом, который образует направление на перигелий с направ- 
лением на восходящий узел. Этот угол обозначается буквой © и иазы- 
вается угловым расстоянием перигелия от узла. Положение линии 


апсид может быть также определено долготой перигелия ©, т. е. угло- 
вым расстояннем перигелия от оси Ох. Этот угол измеряется в двух 


Уи 
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различных плоскостях. От осн Ох до линии узлов в плоскости хОу 
и от линии узлов ло перигелия — в плоскости орбиты. Очевидно, что 


од. (45) 


Положение планеты на орбнте определяется истинной аномалней и. 
Но положение планеты можно также определить углом, который обра- 
зует радиус-вектор Г с линией узлов. Этот угол обозначается буквой # 
и называется аргументом широты планеты. Очевидно, что 


и=е- и. (46) 


Коэфициенты при ё и 9 в формулах (44) нетрудно выразнть через 
углы Ь 5 и © или через углы Ё, 5 и ®. Проще всего это сделать 
следующим образом. Пусть точка М 
изображает пересечение  радиуса-век- 
тора планеты со сферой раднуса еди- 
ницы, проведенной из Солнца, как из 
центра, и точка П-—перигелнй (черт. 8). 
Тогда 

-ФИ=о, -ЯМ=и 
—/ и мы имеем 
х == гсо$ (МХ), 
у = гсоз (МУ), {47) 
# =тс0$ (2)- 
Из сферического треугольннка х7.М 
Черт. 8. мы находим 


с0$ (Мх) = с05(х5%)с0$ (5) ++ чи 4) и (7М) соз (д хвЪМ), 
ио ДХЗЬМ = 180° —[ и поэтому 
со$ (МХ) = соз и с0$ > — $ и $11 6% с03 #. 


Точно так же из сферических треугольников У5ЪМ и 25М мы 
находим 
со$ (Ау) = с03 й 95 -- 51 ис08 5% 60$ В 
с0$ (М2) = чпизть 
и формулы (47) напишутся в виде 
Х = [50$ 160$ 5% — пи 311 6% с0$ Й, 
у = г [с03 и т 5Ъ -- 318 с0$ 5560$ Й, (48) 
2 = ГУ И $1 2. 


— 


Чтобы закончить полное определение движения, остается вычислнть 
скорость планеты в момент Ёи определить направление этой скорости. 
Велнчина скорости без труда определяется из интеграла живых сил по 


формуле 


ФОРМУЛЫ НЕВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ 93 


а направление скорости удобнее всего определить ее проекциями У 
и У, на радиус-вектор и на перпенликуляр к радиусу-вектору в плос” 
кости орбиты. Очевидно, что 
аг 0 
У:= в И УГ - 


Отсюда мы выводим следующие соотношения: 


те Н 50. 
Но, диференцируя уравнение орбнты, мы получаем 
а езтор _ __ те зто 
Г) (1 ес0з} р 
и поэтому можем написать 
У, = а = = ети, 
(49) 


у,=- -У- (1-5 есоз5). 


а@г`\2 @\2 Е 

8—7 2 (2 уу 

уз (4) (4) =И и 

то с помощью последннх формул мы можем также получить другое 
выражение для скоростн у в виде 


у=У =. УгЕе-+ ес. (50) 


Если и известно, то Ш и Г также определяются, и формулы (48) 
позволяют вычислить координаты планеты Хх, у, 2 для всякого момента 
времени. Затем интеграл живых сил, или формула (50), лает скорость, 
а формулы (49) определяют ее направление. Таким образом вам остается 
решить последнюю задачу в теории невозмущенного движения, а именио-— 
выразить истинную аномалию 1, как явную функцию времени. 
Для этого необходимо прежде всего вычислнть нитеграл в формуле (42). 
Но этот интеграл выражается различным образом через и, в зависи- 
мОСТН ОТ того — больше, меньше или равна единице постоянная &, вхо- 
дящая в этот интеграл в качестве параметра. 

Численное значение этого параметра зависит от иачальиой скорости 
‘и начального положения планеты, а также и от направлення начальной 
скорости. Действительно, рассмотрим соотиошение (19) между постоян- 
ными С, бр С» |» Ъ ВИ В. Написав это соотношение в виде 


Так как 


ре 
Мы выводим 

уы. 3 пе? 

Ро де? 


откуда в силу соотношений (38) находим 
;:] 
ВЕ (51) 
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Соотношение (51) показывает, что при < 0, 22—10 или 
е<1; при д=0, е2—1=0 или е=1; при |>0, 62— 1>0 или 
> 1. Такнм образом знак постоянной интеграла живых сил Й опре- 
деляет тип той кривой второго порядка, которая является орбитой 
планеты. Припоминая выражение для }, мы приходим к следующему 
важному результату: 


Если Уё< 2, то е< 1 — орбита планеты есть эллипс. 
[о 


з 2 

У Ах т „ парабола. 
2 2 

ь И. о я „ гипербола- 


Соответственно типу орбиты невозмущенное движение называется 
эллинтическим (1 <0ие<1), параболическим (п==0, е=1) и ги- 
перболицеским (п >0 ие>1). Точио так же говорят, что начальная 


2 
скорость У,— эллиптическая, если У <=, параболическая, если 
о 
2 р] 
У = г. ‚ или гнперболическая, если У > ее. 
о ® 
Частным и простейшим случаем эллнитического движения является 
двнжение круговое, когда орбита планеты есть окружиость с центром 
в Солнце. Тогда е =0, и формула (51) дает 
1? 
Ищет 
ио при е=0 ] также равно нулю. Поэтому из уравиения (34) мы 
находим 


ро 
так как в круговом движении радиус-вектор сохраняет то же значение, 


которое он имел в начальный момент. Отсюда следует, что 


и соответствующая круговому движению начальная скорость опреде- 
ляется формулой 


2_ й 
У = к: (52} 
Перейдем теперь к последовательному рассмотрению трех типов 


невозмущенного двнжения. 


$ 29. Эллиптическое движение. Если начальные условия таковы» 
что 


=, * 


то #30, е< 1, и орбита планеты есть эллипс. Чтобы вычислить ин- 
теграл в формуле (42), введем вместо и новую переменную ЕЁ, посред- 


ством подстановки 
Е ВЕ. Е 
мт ее. © 
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Диференцируя формулу (53), получаем 


ры МЕ, (54) 


60$ — 
но 
и 1 1 
052 = - (54) 
2 р 1-е Е 
1 ры СЕ 
+15 Ре Е Ц 


С помощью последней формулы находим 40 из уравнения (54) 


и=у Е м те ПЕ ЧЕ. 


1—1 и 1—е605Е 


2 


Нам остается выразить еще 1 + ес03и через новую переменную Е- 
Заменяя с05и его выражением из формулы половиниого угла и, вос- 
пользовавшись затем формулой (54"), получаем 


1—2 = 
1— 2605 Е * 52 


Полагая, кроме того, Б =0 при и =0, мы иапишем уравнение (42), 
в следуюшем виде: 


1--е6030 = 


Е 

В 

ВЯ 
1—т= 5 (1 — есо$ Е) @Е. 
Ув и—2)* 
Принимая во внимание, что для эллипса параметр р определяется 
формулой 
р=ай—е), 


тде а— болышая полуось эллипса орбиты, и вычисляя предыдущий. 
иитеграл, мы получим соотношение 
5 


пе МЕРЫ Е ет Е)- 
уз ( 
Положим еще 
те РП (56) 
Я 
и 
п1—э= М. (57) 
Тогда предыдущее уравнение иапишется в следующем виде: 
Е езш Е = М. (58) 


Это трансцендентное уравнение определяет величину Е, когла дано е 
и М, и называется уравнением Кеплера. Решение этого уравнеиия мь, 
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рассмотрим в следующем параграфе. Если Е найдено, то формула (53) 
определит, в и наша задача может считаться решенной. 

Остается выяснить смысл введенных величин ий, Ми Е. Пусть АВСВ 
есть эллипс, представляющий орбиту планеты (черт. 9). Направление 
движения указано стрелкой. Ё’ есть тот 
фокус орбиты, который совпадает с 
центром Солнца. Д есть перигелий и 
С — афелий орбиты. АС — линия айсид. 
Тогда угол АЁЕР есть истиниая ано- 


сом, равным большой полуоси а эл- 
липса орбиты. Пусть будет далее РО 
перпенликуляр к линии апсид, прохо- 
дящий через точку Р‚ и Р’— пересечение 
этого перпендикуляра с окружностью. 
Соединим точку Р’ с точкой О — общим 
Черт. 9. центром эллипса и окружности. Тогда 
угол ДОР” и есть Е. Действительно, 


из чертежа мы видим, что 
09 -Е9Е = ве, 
00 =@с03Е, ОЕ = гсоз (180° — и) = —гсози. 


но 


Поэтому 
ае = 0с0$Е — Гсо0Зи. (59) 


Покажем, что это уравненне тождественно с уравнением (55), от- 
куда н будет следовать, что угол ДОР” действительно равен Е. Из 
уравнения (59) находим 


рс0з0 


1+ есозо = 1(60$6 —@), 
откуда следует, что 
ес05# е (05 Е — г) 
1 есозе 1— е 
ИЛИ 
1 1 е (с05 Е — г) 
1-5 ес05и 1—@ 
Определяя 1--ес0$ и, найдем 
1—2 
Еее 


что совпадает с уравнением (55). 
Угол Е называется эксцентрической аномалией планеты. Формула 


РИ АЕ 


1 —есзЕ 


показывает, что знаки 40 и АЕ всегда одинаковы. Поэтому Е изме- 
няется в том же направлении, как и и, т. е. возрастает одновременно 


малия и. Проведем из начала коордн-. 
нат, как из центра, окружность радиу-. 
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со. Далее из формулы (53) следует, что при и — 0, ЕО ив — 
2 180°, Е = 180 при = 360°, Е =360°. Когда планета делает пол- 
ный оборот вокруг Солнца, то Е изменяется от 0° до 3607. Обозна- 
чим через Т время полного оборота планеты вокруг Солнца. За этот 
промежуток времени угол Е изменится на 360°. Полагая в формуле (58) 
1 ==+-Т, мы находим 


360? = пТ, 


откуда получаем 


360° 
п= 5. (60) 
Следовательно, п есть средняя угловая скорость планеты и поэтому 
называется средним движением. Рассмотрим угол М, определяемый 
формулой (58). Так как 


ЯМ =@ —ес0з Е) ЧЕ; 


то М возрастает одновременно с В, и если мы вообразим фиктивную 
планету, движущуюся по кругу радиуса @ с постоянной угловой ско- 
ростью, то М будет равно углу, образуемому радиусом-вектором этой 
фиктивной планеты с направлением на перигелий. Так как при Е =0, 
М-==0, при Е == 180°, М = 180° и вообще при Е==Ёл, М = Кл, то 
фиктивная планета проходит через пернгелий и афелнй одновременно 
с действительной планетой н делаег по кругу полный оборот за время ТР. 

Угол М называется средней аномалией планеты. 

Определение эллиптического движения завнсит от шестн постоян- 
ных 9, Ба, ®, т, которые называются элементами эллиптической 
орбиты. Если этн элементы известны, то определение положения пла- 
неты в любой момент времени Ё производится следующим образом: 

Вычисляем сначала п и р из соотношений 

Ув 
з › 
я 


= р=а(1 — ©). 
а 

Далее определяем среднюю аномалню М для момента # 
М=п(Ё—з), 


после чего находим эксцентрическую аномалию Е из уравнення Кеп- 
лера 
Е — ет Е = М. 


Определив Е, находим истинную аномалию и по формуле 


Г?) 1-е 78 
ие -у в. 


Зная 2, определяем радиус-вектор Ги аргумент шнроты и 


№ р ы. 
7—1 есозь › НС 


7 пубощин 
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Наконен, зная Г и и, находим координаты х, у, # по формулам 
х = 7 [0$ и с0$ 5% — зшизт 5Ъс0$ Й, 
у= г[сози т 5 -- ти соз 5 с03й, 
2= Г пит Е. 
Время полного обращения Т определится по формуле _ 


360° 
ПЕ) 


и скорость У планеты в момент Ё определится из интеграла живых 
сил 


2и 
У? = —- 4-Й. 
1 
Постоянная й может быть выражена через большую полуось а. 
Действнтельно, из формул (49) и (38) мы имеем 


Пе Пе о иены _ [2 
2 5 р &- а 


Поэтому интеграл живых сил для эллиптического движения может 
быть написан в виде 


Ув (+). (61) 


Элементы эллиптической орбиты естественно разделяются на три 
группы следующим образом: 

Первая группа — элементы &5Ъ и [, определяющие положение плос- 
кости орбиты в системе координат хуг. 

Вторая группа — элементы в, а и е, опрелеляющие положение ор- 
биты в ее плоскости, ее размеры и форму. 

Третья группа — элемент т, определяющий время прохождения пла- 
иеты через перигелий. 

Две первые группы содержат чисто геометрические элементы и только 
последний элемент т определяет динамическую сторону движения. 

Вместо т часто пользуются другим элементом, более удобным, так 
как его легче определять. Это средняя аномалня ЛИ, в начальный мо- 
мент &. Очевидно 

М=п(к— т), (62) 


что дает соотношение между А и т. Средняя аномалия М в момент. { 
может быть тогла выражена формулой 
М=па--+М.. (63) 
Наконец, можно еще употреблять вместо т или М, другой элемент, 
называемый средней долготой в эпоху \). Для этого рассмотрим дол- 
тоту фиктивной планеты, движущейся по кругу с постоянной угловой 
скоростью. Обозначая эту долготу через [, получаем 


10 -- М=о-+ п (1—9. 


1} Под „эпохой“ подразумевается начальный момент &. 
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Обозначим значенне [ в начальный момент { = 4 через =. Мы най- 
КЕМ = = 
е=о-п(%- Э=о-+ М. (54) 


Это И есть средняя долгота планеты в начальный момент к» нли 
средняя долгота в эпоху. Зная &, мы получим среднюю аномалию М 
для момента # по формуле 


М=па—- + =—0. и (65) 


Каким бы способом ни была определена средняя аномалия М, даль- 
нейшее определение положения планеты зависит от решения уравнения 
Кеплера. 

Выведем еще некоторые формулы, часто употребляющиеся на прак- 
тнке. С помощью формулы (55) мы находим 


Р_ = 0(1—ес03Е), (66) 


Г 1 ресозь 


что позволяет определить радиус-вектор, зная только Е и минуя про- 
межуточное определение истинной аномалии 0- Координаты ё и * пла- 
неты в плоскости орбиты также можно выразить через эксцентрическую 
аномалию иепосредственно. Из формулы (59) мы получаем 


Е = гсоЗи = а (©05 Е — ©). 
Затем, зная, что 
р 
$110 == Е. г 
1 12? = 

с помощью формулы (53) выводим 

я == изшо = а И 1 —е? т В. 
Поэтому координаты & и 7 определятся формулами 

Е = 5030 = а (с08 Е — ©), 


я = гзшо = а Ут чт В. р 


В заключение этого параграфа рассмотрим некоторые свойства 
эллиптического движения. Из уравнения орбиты мы видным, что ра- 
диус-вектор ^ планеты есть периодическая функция истинной аномалии 9 
с периодом 2л. Изменению и на 2л или 360° соответствует полный 
оборот планеты вокруг Солнца. Далее, радиус-вектор имеет минимумы 
при и =0, 2л, 4л,... и максимумы при 0 =я, 3я, 5л,... Обозна- 
чая минимальное и максимальное значения радиуса-вектора через Г, 
и Г», мы находим 


и=а@а—е), =а@а-о). 


Так как радиус-вектор имеет минимум, когда планета находится 
в перигелии, то Гл называется также перигелийным расстоянием, а Г» 
соответственно, называется афелийным расстоянием. Время одного 
полного обращения есть Т. 


т® 
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Применим формулу (28) для моментов & и В --Т. Мы находим 
бо = с, $ = +Т) с, 


откуда выводим 


5: —$5 = 5 Т. 


Но за время полиого оборота радиус-вектор описывает всю пло- 
щаль эллипса. Поэтому 


$, — $0 = яав = ла? У 1—6, 
и мы получаем соотношение 


= Т= па? /1— 


Нос=Ин Иа |И!—е, поэтому - 
ы Ув Ув Е. 


ИЛИ 
2х = 
Ук ' 
ИЛИ 
И 5 42 


ян а+т` 
С помошью последних формул можно выразить постоянную площа- 
дей с через элементы орбнты. Действительно, мы имеем 


Ук. 


8 
Е 


й = 


а 
откуда следует, что и = паз. Но с? = пр, поэтому, нсключая п, находим 


2 = 1804 (1 — 2? 
с < ) 


= па? У 1—е. (68) 


Рассмотрим теперь две плаиеты и допустим, что каждая из них 
движется вокруг Солнца по невозмущенной эллиптической орбите. 
Пусть масса, большая полуось и время обращения для второй планеты 
будут соответственно т, а и Ре Тогда мы можем написать 

4л? 

(тт) ^ 

Так как постоянная тяготения {2 имеет одно и то же значение ЛЯ 

всей солнечной системы, то мы находим соотношение 


теа-ьт) _ ТЕ) 
а ег: РЕ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДВИЖЕНИЯ 101 


справедливое дня любых двух планет. Это соотношение позволяет 
вычислить одну нз величии 11, @, Т, т, а, Т› если известны пять 


остальных- 
Если массы Ш и т. настолько малы, что ими можно пренебречь, 


то мы имеем просто 


а 
== 
а 2 
или 
т а 
че В 


что приводит нас к третьему закону Кеплера. 

Таким образом мы вывели все три закона Кеплера, полученные им 
в результате обработки наблюдений. Хотя эти законы должны быть 
хорошо известны из курса общей астрономии, тем не менее мы сфор- 
мулируем их сейчас полностью. 

Первый закон Кеплера. Орбита планеты есть эллипс, 
в одном из фокусов которого находится Солнце. 

Второй закон Кеплера. Площадь, описываемая раднусом- 
вектором планеты, пропорциональна времени, в течение которого 
она описзиа. 

Третий закон Кеплера. Квадраты времен обращения 
двух планет вокруг Солнца относятся как кубы их средних рас- 
стояний 1). 

$ 30. Определение элементов эллиптического движения. По- 
смотрим теперь, как определить элементы эллиптического цвижения пла- 
неты, зная начальные значения Хо, Уз» 2%» №» Ус 25 координат и компо- 
нентов скорости в момент ъ: 

Прежде всего вычисляем постоянные В, Сь С» 23 у Ь, з по фор- 
мулам: 


2 . Е ме № их. : 
ВЕ; ау 29$ Ь = + 237 — 620; 
. ву. > 

Са == 2оХо — Хо № = — г. ЧЕ 120 — СзХо 


28 = хо -— ЖЖ; В= м + са, — 1% 
После этого находим 
в=а В+ и РЕЯЧАЙ. 
Контролем вычислеиий могут служить формулы 
ей Е са Е с =0, 
ВЕ. НА 


1) Средвим расстоянием иногда называется большая полуось эллиптиче- 
ской орбнты планеты. 
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После того, как вычислены все эти постоянные, элементы орбиты 
определяются следующим образом. Из формул 


сс 915, С, =— СП 16085, 6, =0608[ 
находим $ и { по формулам 
с ‚ _ уаа 
с ПЕ. . 
в в ° в с: 
Затем определяем рие 
о | 
р’ то 
а после этого болыную полуось а 
= Е - 
ео 


Мы определили четыре элемента эллиптической орбиты 5% В а 
и е. Величина р не является независимым элементом, так как параметр 
эллипса связан с болыной полуосью и эксцентриситетом формулой 


р=ай — 22). 


Остается определить еще два элемента: долготу перигелия © (или 
угловое расстояние перигелия от узла 62) и время прохождения через 
перигелий т (или средиюю аномалию М, в эпоху, или среднюю дол- 
коту = в эпоху). 

Для определения долготы перигелия поступим следующим образом. 
Обозначим через х.,, у, 2, координаты планеты, когда она находится 
в перигелий, т. е. в момент Ё==т. Радиус-вектор планеты в мо- 
мент $ обозначим через г, = И х2-- 2-22. Так как в перигелии 
0=0, то из уравнения орбиты получаем г, =@а(1 — 6). Кроме того, 

а 
(=) -=0, так как в перигелии радиус-вектор имеет минимум. Так 
т 
как а ие уже известны, то п может быть вычислено. Точно так же 
находим скорость м в момент т из интеграла живых сил 


и). 


Применим теперь интегралы Лапласа {13) для момента т. Мы нахо- 
Дим 


х, (и #)= р» (и-=)=ь & (и — =) =ь 


ии). 


У 08 а 


но 


Поэтому предыдущие формулы дадут 


о р. ово. 
п; й п в п Гы 


Применяя теперь формулы (48) для момента т и имея в виду, что 


Е = =56%. 
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и 


мы иаходим 
Хх, =. а . 
2 = С05 0 С0$ 6Ъ — $11 62 $11 6Ъ С08 Е, 
1 


> — 605 © $11 6% -+ $11 © 0$ 6% с0$ Г. 
ин 


С помощью этих выражений получаем уравнения 


2с08 ©) с085% — еЯп о Я 9 со й =, 
650$ © тб - е9п0 с0$ 6Ъ с0${ =, 


разрешая которые относительно @с0$% и е зп ©), МЫ находим 


ес0$ @ = Е (1 с08 5% — 9 6%) =@, 


. 1 д 
ея @ = = (— 5 == 
и а: (— Аш ++ с085%) =В, 
тде аи В обозначают для сокращения правые части последних выра- 
экеняй. Так как а и В известны, то мы получаем 
В ЕТ 

во=- ы е= У, 
что дает © и е. Полученное значение е должно, конечно, совпадать со 
значением, вычисленным ранее. Заметим еще, что предыдущее справел- 
пиво только в том случае, если созЁ-Ё0, т. е. если 1-Е 90°. Если 
1-=90°, то можно воспользоваться, например, первым и третьим урав- 
нениями (48), которые дают (при Е = 90°) 


ес0$ ©) с08 6Ъ =® в 
еп @= В, 
7? 


откуда опять получаем @е и %. В 

Остается получить т (или М, или 2). Обозначим через #5 истинную 
аномалию планеты в начальный момент ®. Если ©05 15-0, то два пер- 
вые уравнения (48) дают для момента ь: 


70603 №0 605 5% — Гоп й 31 5% 08 = 
79с08 Но 1 6Ъ -- Го ЗИ Ио С05 5% 603 # = Ус» 
где 
= -- 0. 
Разрешая последние уравнения относительно 7% С9$ Но и ЦЯпИь мы 
получаем 
7060$ й, = Хо С0$ 6% - УЗ 6%, 


— жж 6 -+ У 60$ 6% 


Тоз Ио = а з 


откуда находим Шо И Го, Которое уже известно. 
Зная и, находим 


ОН С, 
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после чего определяем Еу, т. е. значение эксцентрической аномалии з 
в начальный момент &, из формулы 

18 1—е | 

1 = > 

2 ЕЕ 


Найдя Е,, определяем Мо из уравнения Кеплера 
АЯ, —= Е — 251 Е,, 
после чего без труда определяем т по формуле 


м, 
т=&— т Ь 
что и завершает полное определение эллиптических элементов 7, Ё, 
@, е, © и т, если известно начальное положение планеты и ее началь- 
ная скорость по величине и направлению. Все полученные намн фор- 
мулы совершенно точны. Однако полезно отметить, что описанный 
метод вычисления эллиптических элементов на практике не может быть 
применен, так как наблюдеиия дают нам только направление на пла- 
нету, т. е. отношения Е С № 
Г то 
То, что из наблюдений нет возможности определить начальное расстоя- 
ние Г, и является главным источником затруднений, возникающих при 
вычислении элементов орбиты планеты. Мы не будем вдаваться в даль- 
нейшие подробности, так как практическая сторона задачи подробно 
излагается в курсах по определению орбит. 
8 31. Параболическое движение. Еспи вачальные условия та- 
ковы, что 


› а не сами коордипаты Хо, У, 2о- 


то Й=0, е=1| и орбита светила есть парабола 1). И орбиты 
напишется тогда в виде 


р р 
НЕЕ (69) 
и р есть параметр параболы. 
Чтобы выразить истинную аномалию о в фуикции времени Ь рас- 
смотрим формулу (42), которая в нашем случае дает 
1 


2 


Ее э- Газету гони и. 


р 
откуда, выполняя интегрирование, получаем соотношение 


® 


К И, (1-9. (70) 


2) Этот случай иногда встречается в теорни двнження комет. 
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Определяя из этого уравнения истинную аномалию 0 для данного 
значения Ь Мы получим затем Г из формулы (69), а затем х, у, 2 из 
формул (48). Элементами параболической орбиты, подлежащими опре- 
делению, являются величины 6Ъ, Т, ©, р ит. Этих элементов только 
рять, так как шестой элемент — эксцентриситет — для параболы всегда 
равен единице. Вместо параметра р, для параболических орбит более 
удобно рассматривать другой элемент, а именио расстояние от фокуса 
ло вершины параболы, или перигелийное расстояние 4. Так как 4 есть 
значение Г при и==0, то из уравнения орбиты мы находим 


р 
о (70) 
Уравнение орбиты можно тогда написать в виде 
г= 9 ЕЕАВЕСЬ Ев (72) 
2 2 
с05' =. 


Элементы орбиты определяются из начальных условий совершенно 
так же, как и в случае эллиптической орбиты. Действительно, пусть зна- 
чения координат и компонентов скорости для’ момента ь будут 


Эр №: В. Я № 2. 


Чтобы орбита была параболической необходимо и достаточно, чтобы 
Й было равно нулю, т. е. чтобы между шестью начальными значениями 
существовало соотношение 
ИЕ» 2 
№ (73) 
о [о о 
Ужтята 
Так же, как и в предыдущем случае, вычисляем постоянные с1, Са, 
63, |, [2› {[з»› После чего находим параметр р, или сразу перигелий- 
ное расстояине 4 по формуле 


с? 


Чет 


Долгота узла 6% и наклонение { определяются теми же формулами, 
как и для эллиптической орбиты. 

Чтобы определить © (или в), обозначим так же, как и ранее, через 
х,, у, 2. координаты планеты в момент Ё-=т, т. е. когда планета 
находится в перигелии. Применяя тогда формулы (13) для момента 
1 =ти имея в виду соотношение (73), мы получим 


а ИЖ у р __ М з Ь — И 
т т: 
Члены с производными исчезлн, так как у в перигелии т имеет ми- 
нимум и, следовательно, Е. ‚Дия момента +— т равно нулю. Если соз #0, 
то из двух первых уравнений (48) выводим 


С08 62С08 55 — $10 $11 5%ЪсС0$ Е = 


В 
72 
с08 © $т 5Ъ-Е $12 с0$ 5% 60$ Ё = В > 


106 ТЕОРИЯ НЕВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ | 


откуда получаем с050 и эт ©, вследствие чего однозначно опреде- 
ляется ©. | 
Применяя затем уравнения (48) для момента = %, получаем (если 
с0$1-Ё 0) 
70 605 №0 С0$5% —> о $1 Из 1 С08 = Хо, 
70605 Ир 54 - То Зт Ш, С05 9% 6051 = у, 


откуда определяем 
Т0С05й и ГозмИ, 
что дает Го и щ. 
Зная цу, получаем #50 из формулы 


= +9, 


после чего определяем т из уравнения 
1 


2 
р я и 2 
оне = в 


2 
р 


чем и завершается полное определение элементов из начальных условий. 
Нетрудно установить общий характер параболического двнжения. 


Из уравнения (70) видим, что так как функция в = + Е в — по- 


стоянно возрастает вместе с и, обращаясь в нуль при и=0 и в бес- 
конечность при р =я, то это уравнение для каждого значения Ё нмеет 
единственное решение, заключающееся в промежутке между 0 и я. Если 
1% <т, то светило движется к перигелию с возрастающей скоростью т 
так как в параболическом движении 
У. 
га 

В перигелии г имеег наименьшее значение, а скорость У — нан- 
большее. Далее светило удаляется с постоянно убывающей скоростью и 
уходит в бесконечность при #-><5 и р-> ля. 

Таким образом в параболическом движении светило может пройти 
через перигелий только один раз, после чего удаляется в бесконеч- 
ность. Если же & >т, то комета неограниченно удаляется от Солнца и 
в перигелий никогда попасть не может. 

8 32. Гиперболическое движение. Если начальные условия та- 
ковы, что 

2 2н 
У РЕ ь 
то й >0, е>1, и орбита свегнла есть гипербола. Уравнение орбиты 
будет иметь такой же вид, как и в случае эллиптического движения, 


— Р 
7 1 ес } {7 


1) Мы предполагаем с> 0, т.е. рассматриваем прямое двнжение. Для 
5<0 картина будет обратная, 
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только параметр р определится формулой 
р=а(#— 1), (75) 
где @ — действительная полуось гиперболы и е — ее эксцентриситет. 


Вместо действительной полуоси можно также ввести расстояние фокуса 
до вершины, т. е. перигелийное расстояние 4: 


(=а@е—1. 
Тогда будем иметь 
р=ча-+о. 


Выразим @ через постоянную интеграла живых сил В. Из формул 
(51) и (38) мы получаем у 


Интеграл живых сил напишется в виде 
2 Я 
У = (= + =) , 
что отличается от интеграла живых сил в эллиптическом движении 


1 
только знаком в скобках, перед Ее 


Чтобы вывести соотношение между Ёир, рассмотрим уравнение (42) 
и введем для вычисления интеграла новую переменную Е формулой 


г е-- 4 
=> УЕ 2 (76) 
В дальнейшем поступаем так же, как ив 29. Находим 
а 8 Ш с № а 
со? 2 у: По ты Я ЕЕ 
2 т > 
Лалее получаем 
3 2% 20 2 с05 Е 
1+ ес0з0=1 —е+ 2250$ 5 (е 1) СЕ (77) 


Делая подстановку, находим, принимая Ё = 0 при и =0, 
8 Е 


х =. 
@ а. |) (е— сз Е) а _ 
Г (Е + есо$ ©} == о я с0$? Е Бы 
Г] 


Е] 
— (2—1 ‘ею Е Ш (Е+ 45°). 


Поэтому уравнение (42) принимает вид 
ее Е — ша (Е- 45°) = тт (1—9, 


ОВ 
а 


108 ТЕОРИЯ НЕВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ 


или, полагая 


пре У т 
тей 
а 
получаем 
е&Р — ш& (Е -{ 45°) =п(—®. (78) 


Определив при данном Ё из уравнения (78) величину Е, мы найдем 
затем истинную аномалию и из уравнения (76), а затем радиус-вектор 
т по формуле (74). Радиус-вектор можно также выразить непосред- 
ственно в функции величины Е. Действительно, с помощью формулы (77) 
мы без труда находим 


гаек. (79) 


Выразим теперь координаты планеты & и 7) в плоскости орбиты в 
функции Е. Мы ваходим без труда 


я 
ев («— =2) , (80) 
у=аИ #—1%8Е. } 


Постоянные гиперболического движения, или гиперболические эле- 
менты 5%, 5 @, а (или деи т могут быть определены из начальных 
значений так же, как и в предыдущих случаях. Для сокращения мы этих 
формул приводить не будем. 

Из уравнения (74) видно, что радиус-вектор Г возрастает вместе с 
®, когда и возрастает от 0°. Когда р получает значение, удовлетворяю- 
щее уравнению 1-- ес0$& =0, то г обращается в бесконечность. Из 
интеграла живых сил видно, что скорость у при Г—> со стремится к 
постоянному значению й. 


ГЛАВА ПЯТАЯ 
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8 33. Решение уравнения Кеплера. В предыдущей главе мы дали 
обцее решение задачи о невозмущенном движении планеты, полностью 
проинтегрировав диференциальные уравнения этого движения и показав, 
как может быть вычислено положение планеты для любого момента вре- 
мени Это вычисление производится без всякого труда, если для же- 
лаемого момента получено соответствующее значение нстинной аномалии 
планеты и, так как н радиус-вектор г и координаты Хх, у, 2 являются 
весьма простыми функциями от этой аномалии. Но опрелеление и за- 
висит ог разрешения некоторого трансцендентного уравнения, связы- 
вающего и, или некоторый вспомогательный угол, с временем {. Таким 
образом координаты планеты не выражаются непосредственно, как 
функции Ё что в теоретическнх исследованиях часто оказывается не- 
‘удобным. 

Поэтому мы поставим себе задачей в этой главе выразить коорди- 
наты непосредственно в функции времени. Это возможно сделать только 
при помощи бесконечных рядов, так как уравнение, связывающее ис Ь 
трансцендентно н поэтому и ве может быть выражено через { конеч- 
ным образом. Указанную залачу мы будем рассматривать исключи- 
тельно для случая эллиптического движения, как наиболее часто встре- 
чающегося в астрономической практике. Однако не представляет также 
большого труда получить соответствующие формулы для параболиче- 
ского и гиперболического движения. Эти формулы можно найти в спе- 
циальных руководствах. 

Так как и радиус-вектор и координаты могут быть выражены как 
функции от эксцентрической аномалии 18 то прежде всего мы поста- 
раемся представнть эту величину как явную функцию времени. 

Эксцентрическая аномалия связана с временем уравнением Кеплера 


г Е—езш Е= М, (1) 
где 
М=пва—э, 
а е — эксцентриситет эллиптнческой орбиты, т. е. величина, удовле- 


творяющая условням 
бе 
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Для каждого значения М, а следовательно и & уравнение (1) имеет 
единственное действительное решение. Действительно, диференцируя 
уравнение (1) по М, предполагая Е функцией от М, мы получим 


(1—ес05 Вт, 


откуда найдем 
Е а 
@М `` 1—есзЕ 


Е 
Так как е < 1, то т всегда положительно и, следовательно, Е есть 


монотонно возрастающая функция от М. Поэтому каждому значению 
М соответствует одно единственное действительное значение Е. 

Если М заключено в промежутке между пя и (п- Юя, где п— 
любое целое число, то значение Е, удовлетворяющее уравнению (1), 
также заключено в промежутке между пл и (п-1- 1) л. Чтобы пока- 
зать это, напишем уравнение (1) в виде 


Ф(Е) = Е—езщЕ — М =0. 
Пусть 
пл <М<(п+ я. 
Мы имеем тогда 
Ф (пл) = пп М < 0. 


Фа я = уя— Мо. 


Так как функция Ф (Е) непрерывна н имеет значения противопо- 
ложных знаков на концах промежутка [ил, (и 4- 1)я], то она необхо- 
димо обращается в нуль, по крайней мере для одного значения В, со- 
держащегося в этом промежутке. Но мы уже видели, что каждому зна- 
чевию М соответствуег единственное значение Е. Поэтому, уравнение 
Ф(Е) = 0 имеет только один действительный корень, заключающийся в 
промежутке между пли (и Пл. Если же М = пл, где п любое 
целое число, то едныственное. решение уравнения (1) будет Е == ил. 

Поставим теперь себе задачей представление величины Е, удовле- 
творяющей уравнению (1) в виде ряда, расположенного по возрастаю- 
щим стеленям эксцентриситета е, который играет роль параметра в 
этом уравнении. Для этого заметим прежде всего, что при е = 0, мы 
имеем очевидное решение о 


Е = М, (2) 
Предполагая теперь е-=0, будем искать решение уравнения (1) в 
виде некоторой функции от е, обращающейся в М при е = 0. Это 


решение можно получить при помощи известной из анализа формулы 
Лагранжа, определяющей решение уравнения 


#—@-— а] (2) =0, (3) 


*) Это значит, что в круговой орбите эксцеитрическая и средняя аномалии 
совпадают. 
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где @, аи 2 могут иметь любые комплексные значения в виде ряда, 
расположенного по возрастающим степеням параметра а 1) 


ОЕ О в, 
=а 0} (а и а ..- = а в 
2 Не Па Р@] + т Че < 

Пусть 5 некоторый замкнутый контур, внутри которого функ 
ция } (2) — голоморфна, т. е. разложима в окрестности любой точки 2ъ› 
лежащей внутри этого контура, в целый ряд, расположенный по возра- 
стающим степевям Ро Если в каждой точке контура 


Е Е 
[1578 | 1, (5) 
то ряд (4) сходится для каждого значения а в области, ограниченной 
контуром $ и представляет корень уравнения (3), обращающийся в а 
при а== 0. 

При тех же условиях можно получить более общую формулу- Пусть 
ф (2) будет функция корня уравнения (3), голоморфная в области, огра- 
ниченной контуром $5. Тогда ряд 


о-+ У 2 Г © (6) 
т=0 


сходится для каждого значения а в области, ограииченной контуром $, 
и представляет в этой области голоморфную функцию от корня 2 урав- 
нения (3). 

Заметим, что условие (5) определяет верхний предел тех значений 
а, для которых рялы (4) и (6) наверное остаются сходящимися. Дей- 
ствительно, из неравенства (5} следует, что мы должны иметь нера- 
венство 


> 
2—а 
141 < | 3 | ® 
справедливое в каждой точке контура 5. 
Рассмотрим частный случай уравнения (3), для которого [(2) = эта 
и а есть действительное число, заключающееся между 0 и 1. Так как 
зт7 есть толоморфная функция от 2 в любой конечной области плос- 
кости 2, то остается найти такой контур, в каждой точке которой вы- 
полняется условие 


= (8) 


1) См., например, Э. Гурса, Курс математического анализа, т.1, $ 186, т. 1, 
$ 302, а также Ш. Эрмит, Курс анализа, Лекция 19. 
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Еслн это неравенство выполнено, то уравнение 
2—а— азша = 0 


имеет единственный корень внутри контура, обращающийся ва при 
а=0 и имеет место разложение: 


со 


9(2) = + № АИ, () 


р и 
= (п 11 а 


Найлем теперь верхний предел значений а, для которых ряд (9) 
остается сходящимся, каково“ бы ни было действительное значение а 


р) (черт. 10). Пусть А-—точка действи- 
тельной оси, абсцисса которой есть @, 
а М — точка, изображающая  ком- 


плексное число 2 1). Возьмем за кон- 
тур $3 окружность радиуса ©, опи- 
санную из точки А, как из центра. 
Заставим точку М двигаться по этой 
окружности и обозначим через ф угол, 
образуемый радиусом АМ с положи- 
телылям направлением оси Ох. Если 
Хи у прямоугольные координаты точ- 
ки М, то мы будем иметь 


Церт. 10. 


х—а= 0505ф, у=озшу, 
откуда получим соотношение 
а=х Иа 0608 ф4- юзшо=а- ое®, 


где е — основание натуральных логарифмов. Условие (8) примет вид 
эт (а -- ое?) 1 
це й 
# ВЯ а и 
Так как |6” | = | созф -+- Езтф | = Исозф +- эф ==1, то это 


условие напишется в виде 
ЕЕ о 
Е | зи: (а Е 02°) |< 1. 


Обозначим через Е(0) максимум модуля зн(а - ое”), когда ф из- 
меняется от 0 до 2л, а а принимает все возможные действительные зна- 
чения. Если мы дадим тогда параметру а значение, удовлетворяющее 
неравенству 

[4 
а <= 
Е(©) › 
то условие (3) будет выполнено, и ряд (9) булет сходиться для всех 
действительных значений а. 


Ч Напомним, что =х--&у, 17=И У иг=У-. 
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Радиус © ло сих пор оставался у нас произвольным. Выберем его 
о 


гак, чтобы выражение имело наибольшее из своих возможных зна- 


Е (©) 
чений. Пусть это значение о будет ©. Положим 
© 
а и 
т Е (1) 


Тогла ряд (9) будет сходиться для всех значений а, удовлетворяю- 
щих неравенству 


аа. 
Остается найти а, т. е. максимум ВКЦИИ М, Следовательно 
т | Е (@) } 


нужно определить сначала Ё (2), т. е. максимум модуля э (а -|- ©Е”), когда 
ф изменяется ог 0 до 27 и @ принимает все возможные действительные 
значения. Но мы имеем 1) 


|521 (а -- ое")? = эй (а ое") чи(а + ое") = 
= эп (а-- 0с0$ ф -- юз 9) э (а -- 060$ Ф— 10 эт 9) = 
= с05% (0 зт 9) — с03? (а -- 0 с0$ $), 


откуда следует, что 


| эт (а ог=У (@ ЗЕ с05? (а + 0 с03 Ф). 


Это выражение будет иметь нанбольшее возможное значение для 
ее пФ че? те 
2 
с05? (а - 0 с05 $) нмеет наименьшее значение- Но первая величина имеет 
наибольшее значение при Эпф=1, а наименьшее значение квадрата 

косинуса есть нуль. Поэтому 


данного 0, если 


имеет наибольшее значение, а 


® 


> 6? аа: 
ее 
и нам теперь остается только найти максимум функции 
26 
ний Е — 


т. е. решить весьма простую задачу из диференциального исчисления. 
Имеем 


Ф' (6) 2 (ее ©) — 20 (Е —е °) Я 
(ее-не ®)* (ее *} 


[6 (1 — ©) её ° (Е 1. 


Приравиивая производную нулю, получаем уравнение для определе- 
ния того значения ©, при котором Ф (0) имеет экстремальное значение 
В (в =е’ (0—0 ее -- =0. (10) 


1) Квадрат модуля комплексного чнсла равен пронзведению этого числа 
ва число ему сопряженное, т. е., если с=а+ в, то |сР=ф-м- 
= (а+ 5) (@— м). 


8 дубошин 
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Это уравнение имеет единственный корень, заключающийся в про- 
межутке между 1 и 2. Действительно, 
Е" (е) =е(е+е°), (1) 
т. е. всегда положительно. Поэтому Р (6) есть монотонно возрастающая 
функния 0. Но 
—1 
(1 =— 2 ‘< 0, 
Ея 5 
К (2) = е —36 “= с 


> 0. 


Поэтому К (6) обращается в нуль при значении ©, содержащемся 
.- между Ти 2. Приближенное решение уравнения (10) дает его корень е:, 
который равен 

2, = 1,9967... 


Это значение о дает максимум для функции Ф_(6). Действительно, 
вычисляя вторую производную Ф“ (6}, находим 


и 2К° (©) [1 [ 1 ] - 
Ф —2 В 
- В ее 2 шие 
откуда, в силу соотношений (10) и (11) получаем 
4 (в1) < 0. 


Обозначая, как было уже условлено выше, максимум функции Ф (6) 
через а,, мы находим 


а; = Фе) = 


20 
ви те 


0,6627... 


Итак, ряд сходится при всех действительных значениях @, если а 
уловлетворяет неравенству 


ь а< 0,6627... 


Возвращаясь к обычным обозиачениям, мы приходим к следующему 
важному результату: Всякая голоморфная функция ф(Е) от решения 
уравнения Кеплера Ё — езп Е = М, обращающегося в М при е=0, 
разложима в бесконечный ряд, расположенный по возрастающим сте- 
пеням эксцентриситета е. Этот ряд имеет вид 


< вай п 
Ф(Е) ==®(М) + а я {#'(М) за’ М {12) 
= 0 


и сходится при всех действительных значениях А, если 
е< 0,6627... (13) 


В большинстве случаев эксцентриситеты планег и комет никогда 
не превышают предела (13). Вообще даже эксцентриситеты обычно 
весьма малы, так что ряды типа (12) сходятся достаточно быстро 
и обыкновенно бывает достаточно взять несколько первых членов этих 
рялов, чтобы получить их суммы с достаточной точностыо. 
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Если 0,6627... <е< 1, то ряды (12) могут оказаться расходящимися 
для некоторых значений М в тогда они, конечно, неприменимы для опре- 
деления функции ф(Е). Такие случаи встречаются действительноу малых 
планег и комет. Если е > 1, то ряды типа (12) безусловно расходятся. 

Применяя формулу (12) к частному случаю, когла ф(Е) =Е, мы 
получим разложение самого кория уравнения Кеплера, обращающегося 
в М при е=0. В этом случае ф(М) = М, 9’(М) =Т и мы ваходим 


ЗИ С ам ет 
Е-М т (Ви 1] = М зи М + 

рт 
2? 451? М 
ор (14) 

или я 
Е=мМ- езт М -- -- 1 2М +.. з 
Более подробные формулы будут получены в следующем параграфе. 


8$ 31. Разложения координат по возрастающим степеням эксцеи- 
триситета. Из формул предыдущей главы мы имеем 


те —0578,, 
ЕЕ 08 Я —е, 
а 
7 : 
——__=зшЯ 
ву1—е 
Две последние формулы можно также переписать в виде 
а (14— ге) —г —— 8-м 
== ее, аа т. (15) 


Поэтому достаточно разложить в ряды Е и Г. Но разложение Е 
дается формулой (14), полученной в коние предыдущего параграфа, 
а разложение Г зависит от разложения с05 Ё и остается найти послед- 
нее. Так как с0$Е есть голоморфная функция от Е, то можно приме- 
нить формулу (12), полагая ф(Е) = соз Е. Тогда ф(М)=соз М, ф’(М) = 
= — п М и формула (12) дает 


Е И @ 
с05 Е = с08М У е ви? М). 
ао 


(п-- зам” 
С помощью этой формулы и формулы (14) получаем 
г? т 


© 
%& . 
=1 — есо$ 1 -|- у ам" вам], 
О ры 


= 


= 2-1-1 Ш 

со М —е— \_® и, (16) 
ды (п-т ам" 
п=0 


о в 
пет @ У бо виНм) 
т=0 


(в арам® 


8* 
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Чтобы представить эти формулы в раскрытом виде, нужно вычислить 
производные от различных степеней $11 Л. Это не представляет затруд- 
нений, так как эти производные выражаются простыми формулами через 
степени зт М и с0$ М. Однако удобнее выразить эти производные 
через синусы и косинусы кратных углов. Это можно сделать следующим 
образом. Из элементарной тригонометрии имеем известные формулы: 

Для четного т 


” т йе 
р 
им СГ | совтМ — № соз(т — 2) М- | 
Е — 8 поз (т ПИ въ овье 5. г (7) 
т я 
т(т—4).. |-> --2 т(т—@) —_ 1 
ЕЕ {2 И С: ) | 
(2-9 5-2 
Для нечетного Ш 
1—1 } 
2 
я” М о эп иМ — т зп (т — 2) М + 
там ыь 
се Е (8) 
туз 
т(т— @)..- ‚ 
- (= зт М |. | 
- } 


С помощью этих формул мы выводим без труда 


о а > тра а а. 
зо т М = 5 [с +’ тим 
АЕ — пиши — ПМ + 


От ЗУ’ зщ (п — 3) М ий 


причем эта формула справедлива одинаково и для четного И и ДЛЯ 
нечетного п. Только в первом случае она оканчивается членом с зт М 
и во втором случае членом с зт8М. 
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Точно так же находим 


2 И я [ + 2)" соз (п -- 2) М — ть РЭ п” созпм +- 


ЕН 2)"соз(п—2) М—.. -] . 


Эта формула заканчивается членом с0$ 2М, если И четное, и членом 
соз М, если и нечетное. 


С помошью полученных формул находим следующие развернутые 
выражения для Ё и": 


Е=М ез0мМ+ © п 2М ++ 5 (32518 М — ЗМ) + 


} 
| 
+ а {4353114М — 4.2312) | 
ка ег (5415 — 5. . 34 зп М + 10 т М) + | 


| “ (65516М — 6.48 5и4М -|- 15.25 т2М) + } (9) 


т 
те 


+ 


[№ зтиМ— (п — 2)" т(и-—2) М + 


АИ и 4) ти МЫ—. + | 
| 
} 


1— 2608 М— 5 (с052М—1) — 5 * (350534 —3 603.) 


ей 
3103 


= ат (53с035/М — 5. 33 со 3М -|- 1060$ М — 


5 (61 с036М —6.4% со 4М - 15. 24052) — (20) 


) 
(42 с034М —4-22 60$ 2м— — "| 


п п и—2 
а созйМ — --(п— 2 “со (п — 2) М - 


9 (и 4)" *с08(и—4)М—.. + 
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д 


Точно так же находим разложения для координат планеты г и У 
в орбите: 


сз 
Я 


= М — ->- (8 —с082М) + (3 08 3М — З со) +- 
+ (42 с054М— 4.28052 М -- 
8 
а 
+ = (6*с055М — 5.33608 ЗМ + 10605.40) + 
13 
- вет (61 с056М — 6-44 с034М + 15-24 6052М) + 


в. 21 
Е вт (756057М—7-556035М + 21.35 с053М—35 сом) А ) 


и № Е. а 
[+1 сози +) М— 

и со 1) м +...]+ 
+. кв оао нана ро а осо } 


= Ут #51 М + 51 2М + 55. (32513 М — Зап М) } 


Е 
дев (42 3т4М — 4.23 5112М) + 

а 
-- ег (53т5М — Б-За зи М -- 1031 М) + 
= (65 т 61 — 6-455114М -- 15.25 5т2М) +- 


т Е ом Е | (22) 
Эа $ш7/М —7.5 $15М -|-21.36 513 М —355тМ) + 


с м. -- 
в" и. 5 
а +0 эт(п-+ ИМ— 
па по: 
а (и) эти м+...]+ 
с о о 


Последнее из этих разложений, т. е. формула (22), содержит еще 


множителем И 1 — е. Поэтому, если мы хотим представить коорди- 
нату 2] в виде ряда, расположенного по степеням е, то мы должны раз- 


ложить ИУ1— @ в ряд по степеням е и помножить полученный ряд 
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ва ряд, стоящий в фигурных скобках. Это перемножение возможно, 
и почученный ряд будет сходиться при значениях е < 0,6627... Так как 
о в Е 


{ й 
2 =: р ре, 
и Е: 1 Ь 20Е ме 809 


то окончательное выражение для 1) напишется в виде 


етом -- = (32 51 314 — 15 эй 91) +- 


р й 
= м я 


+5. Мп 4М — (4-23 4-3-4-2°) мп2М] + 
©. [5451 5М — (5-34 + 4-5-2-8°) чи 8М + 
4+ 00+4.5.2.3— 59 ам] + 


\ 
: (23) 
} 


+2» [6516 — (6-45 +5-6-2-4°) зи 4М + 
+ (15.254.5.6-2-4.28 — 6®)зт2 М] + 
+ 37 М— (7-58 + 6-7.2-5®) п 5М + 


-- (21.36 -6-7-2.5.3*—4.5-6.7.2-32) т ЗМ — 
— (35 --6-7.2.10—4-5-6-7-2-3 + 7122) зи М +... 


Остается еще разложить в ряд по степеням эксцентриситета е истин- 
ную аномалию и. Это можно сделать следующим образом. Из интеграла 
площадей = 


гле с = па?У 1—2, мы находим 
о 
п Ш (1—е608 Е) ` 
Но 
М=1п(:—?), 9М=п4аБ 
поэтому можно написать 
и _ У! 
ам (— есоз Е} 
Но мы виделн, что 
хо №. 
М и — ес Е)” 
а следовательно, ь 


откуда получаем 


=И1-2 пе ам. {24) 
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18 
Производную Е: найдем, диференцируя почленно ряд (19). Возводя 


ам 
затем полученное разложение в квадрат, интегрируя и помножая ре- 
зультат на разложение 1 — её, мы получим окончательно следующее 


разложение для истинной аномалии 


о = М--2е зщ М + 5 @зтэм ++ © (13 зп М — 331 М) + | 

+ (103314М — 44 512М) + | 
+ 50097 5115 — 645 зп ЗА 50$ М) -- } 5) 

++ 0223 эт 6/М — 902 п 4М -+ 85 зт2 М) + | 


Ряд (25) сходится, конечно, при тех же условиях, как и все пре- 
дыдущие ряды, т. е. для всех действительных значений М и для зна- 
чений эксцентриситета, удовлетворяющих неравенству 


е < 0,6627... 


Таким образом координаты планеты в орбите выражены нами явно 
в функции времени Ё, т. е. поставленная нами задача выполнена. 

$ 35. Разложения координат эллиптического движения в ряды 
Фурье. Разложения координат эллиптического движения по возраста- 
ющим степеням эксцентриситета, полученные нами в предыдущем пара- 
графе, сходятся лля всех действительных значений временн, если 
е< 0,6627... 

Мы уже указывали, что если эксцентриситет превышает это пре- 
дельное значение, то ряды не будут сходящнмися вдоль всей орбиты, 
а если е> 1, то ряды вообще расходятся. Таким образом мы видим, 
что эти рялы не могут представлять движение планеты для всех значе- 
ний эксцентриситета, заключенных между 0 и 1. 

Однако и для допустимых значений е эти ряды далеко не всегда 
оказываются пригодными для числовых вычислений. Действительно, ряд. 
пригоден для практических приложений только в том случае, если он 
сходится быстро, т. е. если для получения суммы этого ряда с жела- 
емой степенью точносги достаточно взять не очень большое число пер- 
вых его членов. Наоборот, если для вычисления суммы какого-нибудь 
сходящегося ряда с желаемой степенью точности необходимо взять 
большое число первых его членов, то мы говорим, что ряд сходится 
медленно, и для практических приложений такие ряды неудобны, так 
как требуют громоздкой и бесполезной большой вычислительной работы. 

Полученные в предыдущем параграфе ряды сходятся очень быстро, 
если е очень мало, т. е. если эллиптическая орбита очень мало отли- 
чается от окружности. В этих случаях досгаточно взять в этих рядах 
только три или четыре первых члена, чтобы получить для любого зна- 
чения Ё координаты планеты с весьма высокой степенью точности, 
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Если эксцентриситет @е возрастает, то сходимость указаиных рядов 
делается все более и более медленной и для достижения той же самой 
точности мы принуждены брать в этих рядах все болыцее и большее 
копичество членов. Сходимость рядов делается очень медленной, если 
значейие эксиентриситета близко к своему предельному зиачеиию 
0,6627... каковые случан имеют место для некоторых малых планет 
и комет. 

Имея еще в виду, что при 0,6627... <е<1 сходимость рядов 
вообще делается сомнительной, мы приходим к необходимости полу- 
цения для координат планеты каких-то другнх рядов, которые были бы 
сходящимися для всех действительных значений Ё и для всякого 6, за- 
ключеиного в промежутке между 0 и 1. 

Такого рода разложения могут быть получены при помощи известной 
теоремы Фурье, дающей разложение периодической функции в сходя- 
щийся тригонометрический ряд, расположенный по синусам и косииу- 
сам кратных величин аргумеита. 

Пусть {(2) есть периодическая функция переменного 2, с периодом 2л, 
и ограниченная для всех значений 2 от —<0 до -- со 1). Тогда, для 
всех действительных значений 2, эта функция разложима в сходящийся 
ряд вида 


12) = 5 + а, с052 + 0, 60522 +... | @1с0$ 2 Г... 


(26) 
В та + бош 22... Е пи2-..., 
тде коэфицненты @и и В» определяются формулами 
2 Н 
о =] (2) соз пё 42, | 
о 
| (27) 


2п 
ы, =—® Клина 42 (па, 1; 555 
о } 


В силу теоремы Дирихле разложение (26) единствеиио. Если фун- 
кция } (2) четная, т. е. если для всякого зиачения 2 мы имеем 


(= 1), 
то формула (26) несколько упрощается, так как все коэфициеиты ба 


в этом случае равны нулю. Таким образом для четиой функции мы 
имеем следующее разложение 


1@а) = = а, 6032 - а, 60322 +... @вс0зи2-..., (28) 


1} Мы предполагаем известной из анализа теорему Дирихле, устанавли 
ЩУЮ пеобходимые и достаточные условия разложения функции 1(2) в ряд 
урье. 
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где коэфициенты @„ определяются формулами 


а.=- ДГ 1е)соз пе 2 > (29) 
о 


В этом случае говорят, что функция { (2) разлагается в ряд Фурье 
по косинусам кратных аргумента. 

Если функция }(2) ненетная, т. е. если для всякого значения 2 мы 
имеем 


ь <= —1@), 
то равны нулю все коэфициенты ар и разложепие принимает вид 
1(2) = В зта - 5 3122--... -Кзшиг +... (30) 


где коэфициенты ё» определяются формулами 


(31) 


ь- 2 отт в 
[о 


В этом случае говорят, что функция (2) разлагается в ряд Фурье 
по синусам кратных аргумента *). 

Эти общие формулы мы применим теперь для разложения коорди- 
нат планеты в ряды, сходящиеся при всех значениях эксцентриситета, 
заключенных в промежутке между 0 и 1. 

$ 36. Разложенне эксцентрнческой аномални. Эксцентрическая 
аномалия Е и средняя аномалия М связаны, как мы видели выше, 
уравнением Кеплера 


Е—езшЕ= М, (32) 
где е—-экскентриситет эллиптической орбиты планеты. 
Формула (19) показывает, что разность Е — М есть периоднческая 
фуикция М с периодом 2л. Кроме того очевидно, что эта разность 
есть нечетиая функция от М. Переписав уравнение (32) в виде 


Е — М=езщ Е, 


мы убеждаемся в том, что функция Е-— М удовлетворяет условиям 
Дирихле, а потому эта величина может быть разложена в ряд Фурье 
по синусам величин, кратных М, н мы можем написать 


Е— М =в чп М + т? М-... + ии М... (33) 


Ряд (33) будет сходиться для всех действительных значений М и для 
всех значений эксцентриситета, удовлетворяющих условию 


О<е<1. 


2} Все перечисленные свойства рядов Фурье должны быть хорошо известны 
из анализа. Поэтому мы ограпичиваемся только кратким их перечислением, 
не воспроизводя никакнх доказательств. 


РАЗЛОЖЕНИЕ ЗКСЦЕНТРИЧЕСКОЙ АНОМАЛИИ 123 


Остается определить коэфициенты в„ ряда (33). В силу формулы (31) 
мы имеем 


и И (Е— музшимам. (34) 


Применяя к последнему интегралу формулу иитегрирования по ча- 
стям, мы получим 


ить, = — | (Е— М)совим +. ГЕ ам)созим. 
с о 


Так как Е — М равно нулю при М=0 и М=ял, 10 мы булем 
иметь 


п = п 
сокиМАЕ — сзимам= `созимаЕ 
о о 


или 


ити == созп(Е — еп ВАЕ. 
Г 


Полагая для сокращения пе ==х, имеем 
п 


ев, | соз(ПЕ — хо ЧЕ 
о 


или 
я 


= в, — .Й созпЕ с0$ (хзт Е) ЧЕ РГ зи пЕ 5 (хп Е) аЕ. 
6 Г 
Положим теперь 


ол == 2 сс пЕ 0$ (хэш Е) АЕ, 
о 


Е 


2 я й р 
== Ел этнЕ п (хзш Е) ЧЕ, 
о 
тогда получим 


вы. (35) 


Но, очевидно, что а» есть коэфициент при со$(пЕ) в разложении 
периодической четной функции с05(хэтЕ) в ряд Фурье вида (28), 
а В„ есть коэфициент при п (пЕ) в разложении периодической нечет- 
ной функции эт (хзтЕ) в ряд Фурье вида (30). 

Чтобы получить выражения для коэфициентов а» и В», мы сейчас 
произведем разложения функций с05 (хэш) и эп (хсо5 Ё) способом, 
отличным от способа Фурье, при помощи которого выражения для @ 
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и Вы получатся в виде сходящихся степенных рядов, расположенных по 
возрастающим степеиям величины х. Положим для этого 

Е 

ва, 
где е — обозначает основание натуральных логарифмов и {= И —1. 
Тогда 


и, следовательно, 


0$ (Хх $1 Е) == с0$ 


эп (хат Е) = эт 


=), 2 е-=) 


ие 


Функции 


е 


могут быть разложены в ряды, сходящиеся абсолютно для всех значе- 
НИЙ Х и 2. Действительно, мы имеем 


8 5) 2 х 
Е ее» 


(5) (7 (=) 


Е 


Вань || 


= ++ 


‹ 

Так как каждый из рядов, стоящих в скобках, сходится абсолютно, 

то, перемножая их, мы опять получим сходящийся ряд. Располагая ре- 
зультаты перемножения по степеням 2, мы получим ряд вида 


Е 1 
е? ( Ре 2. (Х +... 2+... 
РЯ сю, 


Р = 28 
где коэфициенты [„(х) определяются формуламн 
52 © 2 
2" т и) КР (2-2) (21-4) — 7) 


в (®) = 


2 
— 2.4.6 1-52) бб =. ] 


Функции Г,(х) называются функциями Бесселя. Они обладают многими 
замечательнымн свойствами, важиейшим из которых является то, что 
1. (х) коиечно для всякого значения Х и не превосходит по абсолютной 
величине единицы. Последиее следует из интегральной формулы ДлЯ 
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в 


(©), которую мы получим в конце параграфа. Эта формула имеет 
вид 


.(<® = = т с05 (ПЕ — хэш Е) ЧЁ, 
о 
откуда следует 


1.6! < Е Дака 
[о 


Теперь иетрудио определить о„ и РВ». Из формул (36} мы имеем 


Е 
72 


х 1 со 
Ик ры | Зе, + 


о п=0 
+Ус 1", 
п==1 


2 


но 
пе" — созлЕ -|- [п ПЕ, 
м 


Де Е —сознЕ — 131 ПЕ. 

Вставляя в прелыдущую формулу вместо 2 и 2 ” эти их выраже- 
ния и приравиивая действительные и мнимые части, мы находим 
с0$ (х эт Е) = 2 [1 (® - Г, (х) соз2Е - 1, (® соз4Е - [3 (х) созбЕ-| ...], 
эт (хэш Е) =2 [1 Фэш Е -| Г, ©) яп ЗЕ -| Г, (х) яв 5Е - ...], 
откуда получаем 

=), @—0, а. =2.0), &а=0, м -=2(,... 
А =2Е >), Вы =0, В: =21,(х), В. =0, ... 
Отсюда следует, что 
= В ЫФ= Е 1. 04), 


: 
т а 
ы = сов (Е — х яп В) аЕ. 
о 
Искомое разложение ЕЁ — М в ряд Фурье напишется теперь в виде 


Е-М= 2[ь © яп М-Е 3 1 (20) чп2М + 1 1 (30 ча3М + | 


со (38) 
+ @деам+ ...]=2) 209 атм. | 
= 


) 


Этот ряд сходится при всех действительных значениях М и для вся- 
кого зиачения е, меньшего единицы. 


или 


п 


р Ее 


1—25с05 Е 


—_ Вит 


п 


Я» 
о 
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Эти величины могут быть разложены в ряды по стеленям е, сходя- 
щиеся для всех значений е, заключающихся между © и 1, а поэтому 
могут считаться известными. 
Чтобы получить теперь разложение для й, достаточно проинтегри- 
ровать почленно формулу (197} и мы получим 
. 
| 


Оса Мат М за 2М +... быпим +. (45) 


а 
Вычислим только коэфициент <. Мы имеем 


= = 

Фу ЧИТ Е —. т В 

2 я ЕЕ агс ева) =1. 
о 


Прииимая еще во виимание, что при М==0, и также равно нулю, 
мы видим, что постояниая с ==0, и формула (45) может быть написана 
в виле 


о=М- УХ пим. (46) 
Ге 


Точно так же можио разложить в ряды Фурье и проекции скорости 
на радиус-вектор и на перпендикуляр к радиусу-вектору. Эти разложе- 
иия могут*быть получены из ранее выведенных формул 


паезт Е пау1— = 
у, 1—е605 Е ЕЕ > 


правые части которых являются периодическими функциями от Е, 
а следовательио, и от М. Следовательно, к этим функциям применима 
теорема Фурье, которая и позволяет получить желаемые разложения. 
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Без всякого труда так же получаются разложения для прямоуголь- 
ных координат в орбите & и 7 Действительно, мы имеем 


1=аИ!—@зЕ = НИЕ (Е М), 


Е 


@(1—г) г 
Ен о 


откула, с помошью формул (41) и (38) получаем 


йе В У ри (пе) — 1,4 (пе) 
Е 


= т соз и, 
1 
ы Р- (42} 
ы. > (19) 
рено п ЭП пм. 


Легко также получить разложение для обратной величииы радвуса- 


вектора. Действительно, мы имеем 
а д аЕ 


т 126088  @М’ 


откуда, в силу разложения (38), находим 
ке 
1+2 х Г (пе) соз М. (43) 
и—1 


Несколько трудиее получить разложение для истиниой аномалии 0. 
На выводе этой формулы мы останавливаться не будем и только ука- 
жем вкратце, как ее можно получить. Интеграл площадей 


@ 
2 —= 
Я 1 с 
может быть написаи в виде 
а ам 21/ г 
ам а =1® У1!—е 


В т И 
ам — ии! = (— 26058} ^ 


Правая часть последнего равеиства есть четная периодическая 
функция Е, а следовательно, является также четной периодической 
функцией М. Поэтому, применяя теорему Фурье, мы можем написать 

и 
ам= 3 2 41 ©08 М - а. 608 2М+... Рав созиМ + ..., (44) 
где коэфициенты а» определяются формулами 
п 
2 и: — © соз пм аМ 
(1 —ес0$ Е}? 


= 


ИИ 


заменой си} 


5 


= й 
1} Носледияя формула получается из уравнения & = = 


их значениями 
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или 
я 
__ 2И1—е Ес 
(зе Е 1—2605 Е ь 


о 


Эти величины могут быть разложены в ряды по степеням е, сходя- 
щиеся для всех значений е, заключающихся между Оя П а поэтому 
могут считаться известными. 


Чтобы получить теперь разложение для и, достаточно проинтегри- 
ровать почленно формулу (197} и мы получим 


оса Ма эт М а 2М +... явим +. (45) 


а 
Вычислим только коэфициент =. Мы имеем 


я = 

ор Ета Г аЕ 2 | (у: ЕЕ 

2 я 1—6503Е я атс 8 и 
о о 


Прииимая еще во виимание, что при М==0, и также равно нулю, 


мы видим, что постоянная с ==0, и формула (45) может быть написана 
в виде 


о=М- УХ пим. (46) 
п=1 


— 


Точно так же можио разложить в ряды Фурье и проекции скорости 
на радиус-вектор и на перпендикуляр к радиусу-вектору. Эти разложе- 
иия могут*быть получены из ранее выведенных формул 


паезт Е пау1т— = 
у, 1—е60$ Е ЕЕ 


правые части которых являются периодическими функциями от К, 
а следовательио, и от М. Следовательно, к этим функциям применима 
теорема Фурье, которая и позволяет получить желаемые разложения. 


ГЛАВА ШЕСТАЯ 


ВОЗМУЩЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ 


5 38. Метод изменения пронзвольных постояиных. Пусть х, у, 
ГА обозначают координаты какой-либо планеты или кометы в системе 
прямоугольных декартовых координат с неизменными направлениями 
осей и с началом в центре тяжести Солнца. Тогда, как мы это видели 
в конце главы третьей, диференциальиые уравнения отиосительного 
движения планеты могут быть написаны в следующем виде: 


Гу м 08 
МЕ РЕН (1) 
ве _ №888 
= ва '] 


пде г = Их у? 2? есть радиус-вектор планеты, а В есть возму- 
вающая фуикция. 

К виду (1) приводятся уравнения движения каждой планеты, и воз- 
мущающие функции для этих планет зависят только от координат всех 
планет, входящих в рассматриваемую систему. Как мы видели, к та- 
кому же виду, приводятся диференциальные уравнеиия спутииков пла- 
нет, но в последием случае возмущающая функция булет также солер- 
жать явно время Ё Мы булем рассматривать еще более общий случай 
возмущенного движения, в котором диференциальные уравнения могут 
быть написаны в виде 


& . 
Ея НХ, 
АУУ, | (2) 
422 [223 
а Г = 2, ] 


тле Х, У, Я суть какие угодио функции величин х, }, 2, В. у, 2и вре- 

мени #. Мы будем предполагать только, что функции Х, У, Е непре- 

рывны и диференцируемы. К вилу (2) могут быть приведены диферен- 
$ пк 
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циальные уравнения большинства задач, имеющих значеиие для небес- 
ной мехаиики. Как частный случаН из уравнений (2) получаются также 
и уравиеиия возмущениого движения планеты (1). 

@х Фу 42 


В уравнениях (2) вторые производиые ат ан’ ЧЕ 


суть проек- 


[Х 
ции полного ускорения плаиеты *} на оси х, у. Величины — 45 , 
Ну 7 12 ы 
Ат . ее суть проекции ускореиия планеты, вызываемого притя- 


гивающим действием Солнца. Наконец, Х, У, © суть проекции резуль- 
тирующего ускорения ллаиеты, вызванного действием всех прочих сил 
в рассматриваемой задаче. Ноэтому мы будем называть величины Хх, 
У, 7 проекциями возмущающего ускорения. 

Наша задача заключается в интегрировании уравнений (2), т. е. или 
в определении координат Хх, у, 2 как функций времени и произвольных 
постоянных, или в нахождении необходимого количества независимых 
первых ингегралов системы (2). Однако точное интегрирование си- 
стемы {2) в громадиом большинстве случаев оказывается невозможным, 
и мы вынуждены прибегать к тому или иному методу последователь- 
ных приближений. Эти методы в применении к основной задаче не- 
бесной механики мы рассмотрим ниже, а эту главу посвятим рассмот- 
рению некоторых преобразований системы (2), преобразований, кото- 
рые в последующем образуют фундамент для упомянутых методов по- 
следовагельных приближений. 

Осиовная идея преобразований, о которых идет речь, хорошо из- 
вестна из курса дифереициальвых уравнений: это — ндея метода измене- 
ния произвольных постоянных интеграции. 

Отбросим в правых частях уравнений (2) возмущающие ускорения Х, 
У, 7. Тогда мы получим новую систему днференциальных уравнений 


хх ] 
ЩЕ 2 | 

Фу ву 

Пе В: (3) 
Ша па 

ав =— в’ 


отличную от системы (2), но которая зато может быть ивтегрироваиа. 
Это интегрирование было вами выполнейо в главе четвертой, где мы 
показали, что координаты х, }, & планеты, определяемые уравнениями 
(3), даются следующими формулами: 

х = г [605 И с05 3 — п И п 5 со$, 

у==г [со5 и зп 5% + яп и с0$ 5 с0$ Й, (4) 

2 = Ггып ить 


1} Для определенности мы будем продолжать называть движущуюся 
точку нланетой и притягнвающую массу в пачале координат — Солнцем. 
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тде 
иИ=о-о, 
р р. 
= 1 -Ресози ? 


(5) 


о 


_ м 
ВЕ я 


= 
Е 


При этом 
о, МЕ, прочих 


суть постоянные величины, имеющие простое геометрическое или меха- 
ническое значение. 

Эги шесть велнчип с математической точки зрения представляют 
собой не что иное, как произвольные постоянные интеграции для си- 
стемы (3), а формулы (4) представляют не что иное, как общее реше- 
ние снстемы (3). Следовательно, функинн Х, у, 2, определяемые фор- 
муламн (4), удовлетворяют системе (3), каковы бы ни были численные 
значения лостояиных 5%, & в, е, рит. Но очевндно, что функции Х, 
у, 2 не удовлетворяют первоначальной системе (2), каковы бы ни были 
функцин Х, У, Я, определяющие возмущающее ускоренне планеты. 
Олдиако уравиения (4) и (5) чрезвычайно просты и позволяют вычислять 
координаты х, у, 2 для 4000го момента времени при помощи доста- 
точио простых математических операннй. Поэтому возникает мысль 
0 том, нельзя ли сохраннть формулы (8) так же и для первоначальной 
системы (2) илн, инымн словамн, мельзя ли определить координаты 
планеты в возмущенном движеннн теми же формулами, которыми 
эти величнны определяются в движенни невозмущенном. 

Совершенио ясно, что пока мы будем считать величины 


Ра в с дно 


постоянными, высказаиное нами желание неосуществимо, так как пре 
любых постоянных значениях $, 1, ©, р, е ит, функинн Х, у, 2, 
определяемые формуламн (4), не удовлетворяют системе (2). Но наше 
желанне может быть вполне осуществлено, если мы условимся рас- 
сматривать $, В, @, р, еи т мак величины переменные, как некото- 
рые неопределенные функции от времени. 

Действительио, формулы (4) мы можем рассматривать просто как 
формулы преобразовання переменных х, у, & в новые зависимые пере- 
менные $5, Т, ©, р, Е и т. Еслн мы сумеем определнть последние 
величины как явные функцни времени и необходимого количества лпро- 
извольиых постоянных иитеграции, то формулы (4) и (5) представят 
общее решение системы (2) и задача наша будет разрешена. Это опре- 
деленне возможно, так как уравнення (2) образуют снстему шестаго 

9= 
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порядка, которая эквивалентна снстеме шести уравиений первого по- 
рядка внда 


ах . ау _ . а _ . 

в» =» шо 

ах их а @ 2 (©) 
ше в ХХ, ув, х у, ц=- НЕ. 


в которой неизвестными функциями являются шесть велнчин 
ху, 2 (7) 


Осуществляя преобразование системы (6) при помощи формул (4) 
и (5), мы вводим вместо шести нензвестных функций (7), шесть новых 
неизвестных функинй 


3 Ш д.-а мо (8) 
для которых, в результате преобразования, получатся уравнения внда 


4. . 
(Е ве р 7), | 


Ч Еиа(Ь в, 6 р 7, 

под бЬ 5 Б ое, р, 3), | 

Це 5 } 9 
п = 9, Ь ©, е, р, 7, 

а 

Е 5 Во, 6 р, 7), 
а, м Ь о, 6 р, 9, 


где правые частн, т. е. функции УХ, Хь Хз» Ир Я» И Хз будут извест- 
ными функциями от указанных аргументов. 

Заметим тут же, что задача о точном интегрнровании снстемы (9) 
ничуть не проще задачи о точном интегрировании снстемы (2), и если 
система (9) не может быть полностью проинтегрирована, то снстема (2) 
также не может быть полностью ннтегрнроваиа н обратно. 

Если же мы поставим своей целыо приближеиное решение задачи, 
то мы с одннаковым успехом можем исходить как из системы (2), так 
и нз эквивалентной ей снстемы (9) и с этой точкн зрения, введение 
переменных (8) просто является одним из многочисленных методов 
приближенного определения возмущенного движения планеты. 

Во многнх случаях астрономнческой практнкн этот метод является 
предпочтительным, Так как величииы (8), вообще говоря, более при- 
вычны и удобны для астрономов, чем прямоугольные коордннаты и ком- 
понеиты скоростн. Поэтому мы рассмотрим этот метод во всех дета- 


лях. 
ъ 
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39. Эллиптические оскулирующие элементы. В главе четвертой 
мы показали, что тип невозмущенного движения однозиачно опреде- 
дяется зиаком велнчины 

пе В. 
г 
Если начальные данные таковы, что | <0, то планета обладает эллип- 
тическим двнжением; при Е=0, мы имеем параболическое, и при 
> 0 — гиперболическое лвижение. 

Аналогичную термннологию можно установить и для движения воз- 
мущенного, в котором только величина Й уже не будет сохранять 
постояиного значения во все время движения. Мы будем говорить, что 

плаиета*), движение которой определяется уравнениями {2), 

обладает движеиием эллиптического типа в промежутке, 

(Ё, 25), если для всех значений & содержащихся в этом про- 

межутке, выполияется условие 


у < 0. (10) 


Наоборот, мы будем говорить, что 


планета 1) обладает в промежутке (2, Ъ) движением гипербо- 
лического типа, если в этом промежутке выполияется усло- 
вие?) 


2 
о 
г 
Рассмотрим сначала движение эллиптического типа. Пусть —какой- 


нибуль момент, содержащийся в промежутке (&, 6). Обозначим коор- 
динаты и компоненты скоростн планеты в этот момент через 


№ У 2% № У» 20- 
Исколя из этих велнчин, мы можем вычислить эллнптические элементы 
Зо 1, 0» в» 9% То (11) 


Эти величнны определяют некоторое эллиптическое движение, кото- 
рое было бы истниным двнженнем планеты по крайней мере в течение 
некоторого промежутка времени (&, 1,3), если бы в этом промежутке 
возмущающая сила не действовала, т. е- если бы для всех значений ф 
удовлетворяющих условию & <<, мы имели 


Х==У==4 =0. 


Допустим, что последние условия не выполняются, как бы нн была 
мала велнчина & —&. Тогда истнииое движение планеты для всякого 


1) Относнтельно термияа „планета“ см. примечание на стр. 130. 

2) Заметны, что промежуток (&, 6) может быть в частности и бесконеч- 

2. 
г 
= до #= 00, то эялнитический тип движения сохраняется во все время 

движения. 


3) Причем & <& т. 


ности. Так, если условие У* — <0 выполняется лля всех значення # от 
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"> Ь будет отличаться от эллиптического двнжеиия, и коордннаты 
планеты, вычнсленные по формулам эллиптнческого лвнжения с элемен- 
тами (11) не будут совпадать со значеннями функций, определенных из 
уравнений (2). Одиако в момент К координаты и компоненты с 
рости, вычисленные по формулам эллиптического движення с элемен-. 
тамн (11), очевндно, должны совпадать с значениями этих же величин, 
полученными из интегралов уравнеинй (2). Инымн словами, если в 
вообразнм фивтивную, воображаемую, планету, обладающую эллнити-. 
ческнм двнженнем с элемеитамн (11), то в начальный момент Ю фик 
тивиая и истннная планеты будут иметь однн и те же коордннаты 
и компоненты скорости. Следовательно, 

траектория движения фиктивной планеты касается траектории 

движения истинной планеты. 

Последнее следует из того, что касательная к траектории в любой 
момент времени совпадает с направлением скорости в этот момент, а 
значит, определяется числовыми значениямн компонентов скоростн. 
Кроме того, обе траектории, фиктивная и истииная, нмеют общую 
точку (хо, Ук 20). 

Рассмотрим какой-нибудь другой момент временн >В в проме- 
жутке (&, №). Пусть координаты и компоненты скорости действнтель- 
ной планеты в этот момент булут 


Хь Ур 25 Хь Уь 2 
Так как в момент Ё условне (10) выполняется, то мы можем вычнс- 


лить эллиптические элементы по тем же формулам, как и ранее, но 
исходя из других иачальных данных. Пусть эти элементы будут 


5, 1, в а, ан 1. (12) 


Величнны (12) опять определяют некоторое эллиптическое движение, 
которое было бы истинным движеннем планеты, еслн бы, начиная с 
момента В, возмущающая сила не действовала по крайией мере в те- 
ченне некоторого промежутка времени. Рассматрнвая опять фнктивную 
планету, облалающую эллиптическим двнжением с элементами (12), мы 
установнм так же, как и выше, что координаты и компоненты скоро- 
сти истинной планеты и фнктивной, совпадая для момента ПЕ. 
отинчаются одни от других во всякий другой момент времени. Фиктив- 
ная зилнитнческая орбнта касается в момент В истинной орбиты. 

Рассмотрнм вообще конечный ряд последовательных моментов впре- 
мени 


причем 


о 
Так как условие (10) выполняется дня каждого из этих моментов В, 
то для каждого момента В мы можем вычнслить вы ННУНО эле- 
менты 

Ё , 
5, 1, бь, бы бе, ть (12°) 
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ИСХОДЯ из значений координат и компонентов скоростн 
х, У» 2 Хь У 2 


истииной планеты в момент = в. 

Каждая группа элементов (12’) определяет эллиптическое движение 
фиктивной планеты, которое было бы истннным, если бы, начиная с 
момента В, возмущающая сила ие действовала по крайией мере в те- 
чение некоторого промежутка времени. 

Лействительная планета имеет те же координаты и компоненты 
скорости, как и фиктнвиая, соответствующая моменту В, и действи- 
тельная орбита касается в момент |, соответствующей фиктивной элли- 
птической орбнты. Эллиптические элементы 


ба, й, бы, @ь @ьь ть 
Зьрь ть окрь бьь бала» т 


двух фиктивных движений, соответствующих двум моментам времени 
и Ырь, конечно, отличаются друг от друга, но так как функции 
Х, У, # по предповоженню непрерывны, то разности 


Я — Я а ба бы бы ба 


Зе: — т 


будут весьма малы, если разиость 1 — Ь также очень мала. Поэтому, 
увелнчнвая неограниченно уисло моментов бы так что разность между 
каждыми двумя соседиимн моментами стремится к нулю, мы прндем в 
результате к шести функциям 


ое ` (3) 


определенным в промежутке (> Ь) и непрерывно изменяющимся в этом 
промежутке *). 

Эти соображения дают иам возможиость рассматривать 
истииное движение планеты в промежутке (&, &) как элли- 
птическое движение с непрерывио изменяющимися элементами 
и истниную орбиту плаиеты как огибающую семейства элли- 
птических орбит, элемеиты которых суть определенные фуикции 
времени и которые имеют общий фокус в Солнце. 

Допустим, что велнчины (13), действительно, определены в проме- 
жутке (Ё, &) и являются в этом промежутке известными функциямн 
времени. Тогда положение планеты в любой момент времени Ь, заклю- 
чающийся в промежутке (в, 15), может быть определено по форму- 
лам эллиптического двнжеиия следующим образом. 


1) Точно такие же рассуждения можно провестн и яля промежутка (В) 
так что функции (14) можно считать опрелеленными во всем промежутке (&, Ь), 


2 
в котором выполняется условие У? — = < 0. 
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Прежде всего вычнсляем числовые значення величнн (13) дая мо- 
мента Ь Обозначны эти числовые значения соответственно через 


(0, К), 9(0, @(0, е(1, =(0. (13°) 


С этими значеннямн вычислим среднее двнжение И и параметр р для 
этого же момента по формулам 


ОЕ О-ЯОИ 


Затем определяем значенне средней аномалнн М в эллиптической 
орбите с элементами (137) по формуле. 


М (9 =п (0 — = (0, 


после чего находим соответствующее значение эксцентрической анома- 
лин Е(В из уравнения 


Е()—е (951 Е=мМ (2) 
и истинную аномалию 2(8) по формуле 
2 (9 1-+е(9 Е) 
5 -У НЕЕ) 99° 


Зная 9(1, определяем радиус-вектор планеты (0 и аргумент ши- 
роты и(В) 


= р) 
О 1-+е(0 сози (й? 


и(д=0(0 +0 (1, о 
после чего находим координаты Хх, у, 2 по формулам 
х() =г(о { с0$ и(1) со5 55 (Р) — эт и (В) эт 95(В 05 (0}. 
7(0 =г(9 { соз и(0 9 99 -- зи (0) оз 5%(0 со$ (9) ры 
2(0 =г(5) эти (В яп (0. 
Наконец, скорость У (В) и ее проекции Е (0 в И, (5 на радиус- 


вектор н на перпендикуляр к раднусу-вектору в плоскости эллиптице- 
ской орбнты с элементамн (15) определятся по формулам 


[5-26] 


и =У бете, 0 = п + едсозь (0). 


Напомним еще раз, что все эти формулы справедливы только для 
промежутка (&, Ь), т. е. для промежутка, в котором выполняется 
условие 


уз 8 
т 


< 0. 
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Функции (13°) называются оскулирующили: элементами истинного 
движения планеты, а непрерывно изменяющий свое положение и форму 
эвзипс называется оскулируощим эллиисом нстинной орбиты. Последнее 
названне этот эллипс получил потому, что истииная орбита в каждый 
момент временн касается эллипса, соответствующего этому моменту т). 

Для полного определення истинного движения планеты нам остается 
определнть функцин (13*). Эти функцин определяются системой совмест- 
ных уравнений (9), которые н должны быть прежде всего получены. 

С принципнальной точки зрения уравнеиня (9) могут быть выведены 
из уравнений (2) или (6), но при произвольной возмущающей силе 
такой непосредствениый вывод оказывается затруднительным, и мы полу- 
чим искомые уравнения несколько иным, более удобным и скорым спо- 
собом. Это будет сделано в следующем параграфе. 

Теперь же заметим в заключение, что те же соображения, которые 
мы развили в настоящем параграфе для движения эллиптического типа, 
справедливы и для движения гиперболического типа с той только раз- 
ницей, что в последнем случае истниная орбита будет огибающей се- 
мейства оскулирующих гипербол и положение планеты будет определяться 
по формулам гнперболического движения. 

Наконец, все вышесказанное можно распространить и на движение 
параболического типа, под которым мы подразумеваем движение, для 
которого выполняется условие 


для всех зиаченнй Ё в промежутке (&, &»). — 
Таким образом мы можем сказать вообще, что 
всякое возмущеиное движение можно рассматривать как дви 
жение невозмущенное, все элементы которого суть непрерыв- 
ные функции времени. Истииная орбита планеты есть про- 
страиственная кривая, огибающая семейство кривых второго 
порядка, имеющих общий фокус в Солице. Оскулирующая 
орбита есть эллипс, гипербола или парабола в зависимости 
от того, принадлежит ли возмущеиное движение в проме- 
жутке времени (&, Ь) к эллиптическому, гиберболическому 
или параболическому тнлу., 
$ 40. Вывод диференциальных уравнений оскулирующих эле- 
ментов. В предыдущем параграфе МЫ показали, что возмущенное ДВвИи- 
жеиие планеты мы можем рассматривать как движение невозмущенное, 
элементы которого суть некоторые непрерывные функции времени. 
Наша задача заключается теперь в выводе диференциальных уравнений, 
которым лолжЖны удовлетворять эти неизвестные функции. Основанием 
для вывода указанных уравнений являются следующие общие сообра- 
жения. Пусть 


ое № ав (14) 


1) Этот момент иазывается моментом или эпохой оскуляции. 
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есть какой-нибудь из первых интегралов иевозмущеиного движения. 
Тогда мы имеем тождество 


9Е о дЕ:, дЕ:, 0Е+, 0Е Е Е 
х ГА Х. —\, — — 
т м и о: а шо 


гле для сокращення положено 


Если же мы будем рассматривать в соотиошении (14) х, у, 2 как 
функции, удовлетворяющие уравнениям возмущенного движеиня, то 
функцня Р уже не будет сохранять постоянного значения, и, вычисляя 
полную производную от обенх частей уравнения (14) по времени, мы 
найдем 


98 т ее 


с _ ОЕ, 0Е:, Е. 9Е; 
& 0: 0х ду 02 | 


ь ь (16) 
9. т ; 
Хх + оо += (+2). | 


Но в момент Ё невозмущенное и возмущенное движения имеют олн- 
наковые значения координат и компонентов скоростей. Поэтому в мо- 


де о0Е ОЕ ОдЕ 0дЕ 0Е 0Е 
я? 2. ду’ 02’ 0х’ 07’ Е Хь Уз, 2», в формулах 


(15) н (16) имеют одинаковые числовые значення, вслелствие чего мы 
получаем 


мент Ё величины 


Е 
02 


ас 9Е 


о - (16°) 
ву 


а 0х 


Эта формула дает правило, которое может быть сформулировано сле- 
дующим образом: 

Чтобы получить изменения оскулнрующих элементов, нужно 
дифереицировать по времеин первые интегралы невозмущен- 
ного движения. В этом дифереицировании время # и коорди- 
наты х, у, & рассматриваются как постоянные, а производные 
от компонентов скорости заменяются компоиентами возму- 
щающего ускорения. 

Применим полученное правило прежде всего к интегралам площа- 
цей, которые напишутся следующим образом: 


И 
р 


Е 
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Дифереинцнруя этн равенства по указанному правилу, мы получим 
Ч у ) у 


(17) 


Правые части этих уравнений суть проекцни на осн Хх, у и 2 мо- 
мента возмущающего ускорения относитезёно Солица; величины @С» 
(Са, Чсз суть диференциальные изменения по тем же осям момента ско- 
рости планеты относнтельно Солица, а потому 

днференциальиое измененне момента скорости при переходе 
от одной оскуляции к оскуляции бесконечно близкой равио 
момеиту возмущающего ускорения, умноженному иа элемент 
времени 4. 

Но величнна момента скоростн есть 6 = УЕ Ур, и его направление 
определяется положением плоскости оскулнрующей орбиты, т. е. углами 7 
и 5% 1. Поэтому, диференниальные изменения момента скорости обу- 
словлены изменением его величнны на Ув ар и поворотами плос- 
кости оскулирующей орбиты: на угол @ около линии узлов и на угол 
(5. окопо оси 2. Вообразим систему прямоугольных осей координат, 
имеющих начало в центре тяжестн Солнца; направим ось ОЕ этой си- 
стемы к восходящему узлу оскулнрующей орбиты на плоскости Оху, 
ось Ой— в точку орбиты © аргументом широты - 90° и ось0ё— по поло- 
жительной нормали к плоскости оскулирующей орбнты. Тогда проекции 
вращений 4 и 45% на эти оси будут соответственно равны 


@т, 0, 0, 
яп? а, со5Ё45Ъ, 0, 


и проекдии иа те же осн диференциального изменения момента скоро- 
сти булут соответственно 


Ив Ирэш 49, 

—ИрИР 4, (18) 

-Ив «РР. ) 
Остается найти проекции на оси &, 7, 2 момента возмущающего уско- 
рения. Разложим для этого возмущающее ускоренне на три слагающне 
$, Т, И/, ще $ есть проекция возмущающего ускорения на раднус- 


вектор планеты, Т — на перпендикуляр к ралнусу-вектору в плоскости 
оскулнрующей орбиты и \/ — на перпендикуляр к плоскости орбиты. 


9 Вспомним, что момент скорости есть вектор, имеющий величину си 
лерпендикулярный к плоскости орбиты. 
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Тогда проекции возмущающего ускорения на оси &, 7, 6 будут соот- 
ветственно равны 


Ши, — сои И’, ЕТ, (19) 


тле и означает аргумент широты планеты в момент {. Приравннвая 
соответственно выражения (18) и (19), получаем 


Ув ИР эп аб = гэпи И аЬ 
—_Ир Ур 4 = — ^с05и Ма 


УваУР =1Т 4 
откуда без труда находим 
эш м ы и, пи, | 
4 ы 
РТ = т У’, сози, (20) 
В 5 
р РТР р Ть 
где положено 
ый р. Р. 
к т Зет рт, мути. (21) 


Уравнения (20) определяют изменения наклонення, долготы восходя- 
щего узла и параметра орбиты. 

Выведем теперь уравнёния, определяющие эксцентриситет е и угло- 
вое расстоянне перигелия от узла ©. Измененне углового расстояния 
перигелия от узла обусловлено, во-первых, поворотом линии апсид в 
плоскости орбнты и, во-вторых, поворотом самой плоскости. Так как 
чри выводе производиых от оскулирующих элементов мы не меняем 

зординат планеты, то плоскость оскулирующего эллипса вращается 

оло радиуса-вектора. 

При заданном положении радиуса-вектора положение лннин апсид 
ДУНплоскости орбиты определяется углом между радиусом-вектором и 

направлением на пернгелий орбиты, т. е. 

М истинной апомалией плапеты. Но основ- 
ному правилу мы не меняем координат 

М эпохн, а потому бесконечно малое сме- 
щение лннии апсид равно по величине и 
противоположно по знаку изменению ис- 

х 1 в’ тинной аиомални и. Иными словами, ско- 

рость вращення лннии апеид в плоскостн 
Черт, 4 
орбиты равна — -у- 

Чтобы определить изменение 6, вызванное поворотом плоскости 
орбиты около раднуса-вектора, представим сечения сферы произволь- 
ного радиуса, описанной из Солнца, плоскостыо Ху и плоскостью оску- 
лирующей орбиты. На черт. 11 х4Ъ есть сечение сферы плоскостыо ху, 
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&9\ЪМ — плоскостью орбиты в момент Ь 55’М — плоскостью орбиты в 
бесконечно близкий момент. Откладывая лугу ММ = МУ, получаем 
прямоугольный сферический треугольник №, в котором 5Я/ = а, 
53>М == — 4®, а следовательно, 


до = — 05 45, 
и полная скорость изменения © определнтся формулой 
4% _ _ 60 - @5ь 
= м 05 Е. (22) 


Ге я 
Так как выражение для х нами уже получено, то займемся теперь 


совместным определением ра и т Из формул $ 29 мы имеем урав- 


ешь И В У, 66058 -У ги, - 1, 


которые, являясь соотношеннями между леремеинымн величннами и 
произвольными постоянными, также представляют собой интегралы не- 
возмущенного движения. 

Диференцируя эти интегралы по Ь мы находнм 


нения 


‚4 а ДИР Ч 1 У 8 1 @ 
это ар + С0506 Я и и - 5 т у, о ` 
— — 23 
а @ У ЧУ 1 р 1 ( 
6050 - — ЭПО ТИ 5 п Ур В 


ау Чу. 
Чтобы определить т и те обозначим через ИУ: проекцню скоро- 
сти на некоторую ось ОБ проходящую через Солнце. Обозначая через 
а, В, ф направляющие косннусы прямой ОБ мы имеем 


И ах ВУ, 
откуда получаем 


ду а : 
И (ах ВУ НУ Чу? 


где выражение аХ -- ВУ -- у, очевидно, представляет проекцию возму- 
щающего ускорения на ось 0{. Направим сначала ось ОТ по радиусу- 
вектору планеты. По основному правилу направление радиуса-вектора 
при диференцировании элементов не меняется, а потому аа =аВ= ду =0, 
им мы нмеем 
и 
Е р 
Направим теперь ось ОТ по прямой, перпендикулярной к радиусу- 
вектору в плоскостн орбиты. Величнны 4а, аВ, 4у в этом случае мы 
можем рассматривать как проекции на оси х, у, # некоторого век- 
тора 4с, который представляет смещение конца другого вектора, рав- 
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ного елнннце и отложенного от центра Солнца по прямой О{; так как 
перемещение оси О{ обусловлено поворотом плоскости оскулирующей 
орбиты около радиуса-вектора, то вектор @4© перпендикулярен к этой 
плоскости, а поэтому 


хаа- уав- аду =0 
и 
ау 
РР 
я == Го 
Имея в виду выражения для У,„, У» и их пронзводных, мы напишем 
уравнения (22) в следующем виде: 


& 42 @ ы 72 
Яте-ир -- 08 06 ар = 1 + япое и ны 


6050 Е тре с т, (1+ ы |- с05 06 г. И 


Е р 
4е [о 
Остается разрешить эти уравнения относнтельно п И ЧЕ: Помножая 
первое уравнение ва —с0$0, второе на -$т0 и складывая, находим 


а А 
—е = — $лсовь- (1 Е п) Т,ть. 


Помножая первое уравнение на %пй, второе на с0$0 и складывая, 
получны 


[ ь 
че = Защ + (1+ т) Ть совет Ть (24} 


Уравнение (24) представляет изменение эксцентрнситета, а первое урав- 
нение с помощью формул (22) и (20) дает уравненне 
. — сов + (1 7) ить — ес ГИ, 9 и„ (25) 
которое определяет изменение углового расстояния перигелия от узла. 
Таким образом пами получены уже почтн все нужные нам уравне- 
ния. Остается еще найти уравнение, определяющее последний из эллип- 
тических элементов, а именно время прохождения через перигелий т 
илн среднюю аномалию в эпоху Му, илн среднюю долготу в эпоху =- 
Так как от каждой из этих велнчин можно легко перейтн к любой 
другой, то мы займемся выводом производной только для момента про- 
хождения через пернгелий. Это уравнение мы получнм сначала в общем 
виде, который будет иметь место для любого типа движения. Для этого 
рассмотрнм последний интеграл невозмущенного двнжения, устанавливаю- 
щий связь между нстиимой аномалией планеты и временем. Этот инте- 
грал (см. главу четвертую} может быть наинсан в виде 


з ® 
о а 
Укр (1—9) = Дария. (26) 
о 
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Лиференцнруя уравнение (27), следуя основному правнлу, изложенному 
начале параграфа, мы получаем 


5 
з Е з 
пр * ЕЙ о _ 41 
—5 И вр (д щ-И вр Я чь 
откуда выводим 
_ 5 
РИ З ем а 4 
рр "ЧЕ-ВИвр "(Эш (ет) 


Теперь нужно найти производную от интеграла Г. Но Г зависит от 
времени двояким образом: во-первых, через посредство и, а во-вторых, 
через эксцентриситет е. Поэтому 

а _ 07 @ ор 65 
А Ч ь . 2 
д бе 1 №9 Ш (28) 


91 91 
Вычисляя частные производные „Иру, мы иаходим 


ъ ъ 
97 с05 24 и х. 
РЕ = й о я д т со5в@и 
о о 
ОВРАГ 
09 (+ ес050 р’ 


№] 

т, 
} (25 
| 


Имея в виду эти выражения, мы напишем уравнение (27) в форме 
3 


5 
= ЗН — в “Я @р ае т 
Урр "м МЕР ОЗ в 
Подставляя в левую часть полученного уравнения вместо произвол- 
ар 0 @2 е 
ных др) ри НХ выраження, мы найдем 


з 
=—. 8 ое 
У вер = -3У вр 


+ (1 +7) Та со и--е т: 


откуда, полагая 


в 


({—=)е Та + [5: эти -- 


т [— Зьсови + (1 +) Т: эп ,|, 


Л 30 
РЕ ( } 


и упрощая, получим 


рез 


Инер * = (с050 — езти №) г $. -- 


+[-з Иер ({— т) + [1 +) есово+ 
ке м +( +7) эшо} = Та. (31) 
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Правую часть последнего уравнення можно значительно упростнть. 
Для этого рассмотрим пронзводную по # от выражения 5 - =. УИ. 
Мы имеем 

ше [21+ во} (ар )сово ещо те (1427). 
Подставнв в правую часть последнего равенства 1 — с0520 вместо 
Эш? и нмея в виду тождество 

= г 


а р) (+) 


25058 


мы получим 


в (1+7) яшо} = ет (+27) +27; созо. 


Но 
1127 =3—8 7 есози, 
вы р р ‚ 
вследствие чего имеем 
ера г и и 
1 р / 
[т (1-2) шо} Зея 2(1 2) = созт, 


‘откуда, интегрируя в пределах от 0 до 0, находим 


р 


т 
И в ес. 28 о 2 
ттт) аво зе Е о “Г Е с0$ © 4, 


о 


что с помощью формул (27), (29) и (30) напншется в виде х 


Е 
т и. № ге. ГР в. г 
=. (1 +) то =ЗИ в ер ‘(йе М, 


2 
в силу чего коэфицнент при Е Т, в уравнении (31} оказывается 


равным 
— (1 т о--а — =>) = м- (1 +) то -+ 
+(1 рт) совь м + 62 м 


или 


м [++ г)есозь | Ем. 


Таким образом уравненне (31} принимает вид 


з 
(а 2 ы р к: 
Увер ш = [-— 6050 — еяпь №) 51 + РМТ: . (32) 
Это и есть последнее уравненне нз системы уравненнй, определяющих 
изменения оскулирующих элементов возмущенного движения. Заметим, 
что все полученные нами уравнения одинаковы для движения любого 
типа 
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41. Постановка задачи об определении оскулирующих элемеи- 
тов. Теперь мы можем полностыо выписать снстему диференциальных 
равнений оскулирующих элементов, которую мы вывели в $ 38 в об- 
шем виде. Указанная система будет иметь вид 


ах _ г эпи й 
а Ро 
Яра Исо5и, 
& 1 1 Г а Ее ь ы 
ще = — 28.6080 -- (1 + 5)Тачпь р ЧЕ: и, 
@ са т р ( (33) 
р О +(1 + Г) Тасози е > Т,, 1 
@р _о 
по 

з 

я е 
= Е = [совр — ето №) 5; + РМТ], 

Ув Р 


и=ео-ро, г 


Я Еесози * 
Е ра 
2 3 
М2 |1; созьб 
й Р 
6 
и г связано с # уравнением 
3 
а 


р [2 
зу 1650$ #}* ^ 
Ув У ( } 


1—т 


Компоненты возмущающего ускорения 5, Т и И” являются вообще 
функциями от Вх, У, 2, Х, У, 2 н поэтому должны быть выражены 
ло формулам невозмущенного движения через оскулирующие элементы 
я, Ба, е, рит. Тогда правые части уравнений (38) будут извест- 
ными ‘функциямн от временн и искомых функций 5%, Бо, е, рнт, 
и наша задача будет заключаться в интегрнрованни снстемы шестн со- 
вместных уравныеннй первого порядка с шестью неизвестными функ- 
циями. 

Допустим, что нам удалось проинтегрнровать эти уравнения. Тогда 
мы получим оскулирующие элементы как функцнн времени и шести 
произвольных постоянных, за которые можно принять значения оскули- 
Рующих элементов в начальный момент временн {= $. Обозначая эти 
величины через 


Зо, 1% Я» бб» РИ 1% 
10 дубошан 


мы представнм общее решение системы (33) в следующем виде: 


$ =91(6 бу» Ц, @ъ, 6, ро, то), \ 
1—2 (6 быь в» @%, 6, Ро 1), 
© = 95 (Ь Фо, В, 95, 6, Ро то), 
= (Ь бе, № @%, 6» Ро 1), 
Л 
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р=95(Ь 90» 1, 0, 0, Роз То}, 


= 9% (6 Я» 1, 65, ви, ры %). 


Зная функцин Фи, Фо, 95, Фа, фри 9в› Мы можем установнть н общие 
законы возмущенного движения и вычислнть положение планеты и ве 
скорость для любого момента времени. Последнее производится слелую- 
щим образом. Пусть нам нужно определнть положение планеты для 
момента { = . Полагая в формулах (34) {= &, мы получим чнсленные | 
значения оскулирующих элементов для этого момента, после чего поло- 
жение и скорость определяются по формулам эллиптического двнжения, 
еслн соответствующее моменту Ц значение эксцентриситета е оказы- 
вается меньше единицы, — по формулам параболического движения, если 
е=1, и— по формулам гиперболического движения, еслн 6 > 1. 

Уравнения (33) также определяют возмущенное движение, каки 
уравнение (2), и имеют силу для любого типа движення. Однако, если 
известно, что в некотором промежутке времени (1, Ё) возмущенное 
движение приналлежнт к эллнитическому типу, то уравнение (33) удоб- 
нее несколько преобразовать, вводя вместо параметра р большую полу- 
ось эллиптической орбиты а, а вместо величины т— среднюю долготу 
в эпоху =. Выполнение этих преобразований не представляет никакого 
затруднення. Действительно, мы имеем для эллиптнческого движения 


р=а(1 — е?), 
откуда диференцированием находим 


ар 2} @@ о 
(= т" 


аа 
Определяя отсюда др» Получаем 


Это соотношение в снлу уравнений (33) приводнтся к виду 
аа _ 2аезти 2? 
= 5 35 
ГП р 5: + т Т, (852 
Вместо и можно ввести также в качестве неизвестной функции сред- 
нее движение Л ло формуле 


откуда диференцированием находнм уравнение для И 
ап ЗУнезто $, ЗУв т. (86) 
9: рУуа 2Уа 
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Найдем еще уравнение, определяющее долгогу пернгелия ©, кото- 
рой можно заменить величину ©. Мы имеем 
 _ х 
п а › 
вследствие чего с помощью уравнений (33) находим 


= 15 соо (1+) Пт эти-е Вер Из ти. (37) 


Теперь, днференцируя формулу 
=о-- Мо =в- пи — 7), 


мы получаем 


= ап а _ =—@ ап а 
п=т Эр Итет па Па. 


ФФ @п @ 
Полсгавляя сюда вместо пронзводных „„, Е и таЕ нх выражения, 


мы получим уравиение для определения величииы в. Таким образом 
движение элниптического типа может быть определено в промежутке 


(6, ь) следующей системой уравненнй: 


&бь г па } 
Пон 
[3 г 
Р-Р У', соз и, 
и ь 
РЕ — 1 $, с050 ЯР (1 я г. Т, моет У’, эти, 
38) 
Че Е г г ВС 
т = 5: эша - (1 о ничо 
[3 а езти 
Е 5, +7 
@= 40 ‚ в ют [а 
а Е т а Е 2 } 
о О [а 
где н -_ определяются вышеприведенными формулами. Если воз- 


РГ а 

мущающее ускорение, а следовательно, н величины $, Т., И/, не зави- 
сят явно от времени, то удобнее преобразовать уравнения (38), вводя 
вместо независимей переменной новую независимую переменную 0 
< помощью формулы 


а ея 
НЕ Е 
и =с= Унр. 
Обозначая какой-лнбо из элементов буквой А, мы получаем 


ЧА ЧА _ УБР 4А, 


а! в Ш т № 
10+ 
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С помощью последней формулы преобразованные уравнения напишутся 
в виде 


ал, _ В эщи у 
№ рурр 9 1, | 
3 то 

= ——— с05 НИ” 
4% ру ыы 
(2 0 1 т з 
чету [- + асов + (1+2) Т, вто + 

евр Ин], } (3 
2р 

4е 


ты я г [2 
Е ло +( -- 5) Тисови Нет 2] 


ца т? 2а‘езти 20 

Ч | Р ыы г т, ь 

= а | 
и Ш п № [2 Г 


Интегрируя эту систему, мы получим эллиптические оскулирующие 
элементы &5Ъ, Ь м, е, @ н = как функции переменной и н начальных 


значений 5%, Ц, @, 6, @ри &. Чтобы перейти к Ё, остается только 
определить г из уравнения 


@0 
{1-е соз 0)? ° 


$ 42. Некоторые примеры возмущеиного движения. Уравнения, 
определяющие изменения оскулирующих элементов, полученные нами 
в предыдущих параграфах, имеют силу при любом характере возму- 
щающей силы. Поэтому прежде чем применять эти уравнения к основ- 
ной задаче небесной механнкн, являющейся главным содержаннем нашей 
книги, мы рассмотрим некоторые примеры более общего характера. | 

а) Случай наличия центральной возмущающей силы. 
Допустим, что возмущающая сила всегда направлена по радиусу-век- 
тору планеты. Тогда, очевидно, 


Т=И’=0, | 


а 5 есть некоторая известная функция от ф Ги 


Уравнения (33) 


Ув 


в этом случае прннинмают вид С. | 
9—0, 4—5, ть, | | 
: \ 
6, 0, (40) 
8 
4 = — 15. совы, Ч Розе —е5мьМ) 5. , | 
} 
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откуда немедленио находим 
9, = $5 = сопзЬ [= = сопзЬ р == ро = ©0184. (41) 
Первые два из этих равенств показывают, что положение плоскости 
оскучирующей орбиты не изменяется с течением времени, или, ными 
словами, что возмущенное движение планеты происходит в нензменной 
плоскости. Последнее нз равенств показывает, что параметр оскулирую- 
шей орбиты также не изменяется с течением времени. С математиче- 
ской точки зрения равенства (41) представляют три первые интеграла 
возмущенного движення. Нетрудно сообразнть, что эти ннтегралы суть 
такие же интегралы площадей, как и в случае невозмущенного лвнжения. 
Система (40) приводится, очевндно, к значительно более простой 
системе третьего порядка 


ао 1 И 

щ = в 916031, | 

ес $ 

а = 51910, | (12) 
[а в 

о (с0з0- езто №) 5 | 

у 75: › | 


вследсгвие чего исследование возмущенного двнжения несколько упро- 
ается. 

Случай наличия центральной возмущающей силы может встретнться 
в различных астрономических задачах. Пусть, например, исследуется 
задача о движенин материальной точки в экваторнальной плоскости 
эллипсонда вращения малого сжатия. Еслн М — масса эллипсоила, В — 
его полярная волуось и ё — эксцентриситет меридионального сечения, 
то с точностыо до малых второго порядка потенцнал эллиисоида пред- 
ставится формулой - 


_ М, Мат 
7% ЩО 
Действующая сила будет 
Е _ М ЗМ 1 
т 10 м° 


Поэтому, возмущающее ускоренне всегда направлено по радиусу-век- 
тору к центру эллиисонда и 


м. 


ве 
тде а — постоянная 
Другой ннтересный случай центральной возмущающей силы предста- 
вляет задача о движенни планеты в предположенин, что масса Солнца 1) 
изменяется с течением времени. Обозначая массу Солнца через м (5, 
мы можем написать ускорение планеты в виде 
448) 


мл > 


т) Напомннаем читателю, чтотермии „Соляце“ мы употребляем только для 
определенности и что наше „Солнце“ может представлять собой любое прнтя- 
гивающее тело. 
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ичн, обозначая через М, некоторую постоянную, в виде 
М М— ма 
> БОИ м" р 
Тогда очевидно, что 7 
$—_№-— М8 


т > 


распределением плотностей, и что эта атмосфера оказывает притягива- 

тельное действие на двнжущуюся в ней материальную точку. Если 

М (г) есть масса атмосферы, заключенная в шаре радиуса г, то возму- 
щающее ускоренне определится формулой 

Ме 

5—0) 


12 


Есни @(гГ) есть плотность атмосферы, то 


М(=4я | Ро (каг, 
/ 


и © есть известная функция от г. 

Ь) Случай наличия возмущающей снлы сопротивле- 
ния. Допустим, что Солнце окружено атмосферой, плотность которой 
@ в каждой точке пространства {нлн по крайней мере некоторой обла- 
сти пространства) есть определенная фуикцня этой точки. Пренебрегая | 
для простоты действнем притяження атмосферы, рассмотрим только. 
эффект сопротнвления, которое она оказывает на лвижущуюся внутри 
нее матернальную точку. Мз механики известно, что сила сопротивле- 
ния среды направлена всегла по касательной к траектории движущейся 
точки в сторону, противоположную движению. Следовательно, соста- 
вляющая возмущающей снлы по перпендикуляру к плоскости орбиты 


равна нулю, а поэтому так же, каки в случае центральной возмущаю- 
щей силы, мы имеем 


5% = Я, = сопзЬ Е= 4 == сопзь 


что показывает, что возмущенное движение совершается в нензменной 
плоскости. Система (33) приведется поэтому к системе четвертого по- 
рядка и напишется в внде 

40 1 Е д г 
=-—- — (1 г) 511 6, 
г г $16050 +-( РТ) р , 


< $, по + (1 -Е = Т, созё --е г. 


1 
Г. =27Г,, | (43) 
} 


@т 
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Остается определить 5: и Т, вли 5 и Т. Пусть ЕВ — величина силы 
сопротивления. Ю зависит каким-то образом, от плотности © среды и 
скорости У движущейся точки и является существенно положительной 
функцией этих величин. Обозначим через @ угол, образуемый касатель- 
ной с радиусом-вектором. Тогда будем иметь 

$ = — Юсоза_ Т=- Вэпа 


ИЛИ 


2 И, т р 52. 


Мы видим, что Т < О; а это значит, что и Т, < 0. Уравнение че — И 


показывает, что параметр оскулирующей орбиты есть всегда монотонио 
убывающая функция времени. 

©) Случай наличия консервативной возмущающей 
силы. Допустим, что возмущающая сила зависит только от положе- 
ния планеты, т. е. только от ее координат х, 7, 2. Кроме того, пред- 
положим, что компоненты Х, У, 2 возмущающего ускорения по 
осям х, у, 2 суть частные производные от одной и той же функции 

Ю®(х у, 2), ше: что 
т Е. 

0х ду 92 
Так как в возмущенном движении х, У, 2 суть функции элементов 
оскулирующей орбиты, то К можно рассмагривать так же как функцию 
этих величин, и компоненты возмущающего ускорения 5, Т и И можно 
выразить через частные производные от функции Ю по этим элементам. 
Предположим, что возмущенное движение принадлежит к эллиптиче- 
скому типу и определим его эллиптическими оскулирующими элементами 


ов я ща 


которые в возмущенном движении будут некоторыми функциями времени. 

Для рассматриваемого нами случая консервативной возмущающей 
силы эти элементы определятся следующей системой диференциальных 
уравнений 


42 5 — 2 = 
а с 1 У1т—@ов _У\ ов 
г: пазе де пае до 
и 1— с05ё _ д 1— 505 _ 0Ю 

9 пут чп? 08 пеУт— @зиаё до 
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Мы не останавливаемся на выводе этих уравнений, так как случай 
консервативной возмущающей силы будет рассмотрен нами подробно 
в главе о канонических уравнениях, где и будут выведены уравнения, 
аналогичные уравнениям (44). 

8 43. Один общий прием интегрирования диференциальны 
уравиений возмущенного движення. Рассмотрим теперь один доста- 
точно общий и достаточно часто применяющийся прием интегрирования 
уравнений возмущенного движения при помощи бесконечных рялов. 
Говоря об уравнениях возмущенного движения, можно подразумеват 
либо уравнения (2), определяющие прямоугольные координаты планеты, 
либо равиосильные им уравнения {33), определяющие оскулирующие 
элементы как функции времени. С принципиальной точки зрения нез 
никаких оснований предпочитать одну систему другой, однако для при- 
ложений оказывается более выгодным и удобным определять возмущен- 
ное движеиие именно уравнениями (33), а поэтому мы их только и 
рассмотрим. 

Как уже было указано ранее, правые части уравиений (33) суть 
вполне определенные функции времени и величин $, р, ©, е, рит. 
Мы допустим, сверх того, что эти функции зависят еще от некоторого 
малого параметра # и обращаются в нуль при в=0. С физической 
точки зрения сделанное допущение равносильно предположению, что 
возмущающая сила вообще весьма мала по сравнению с основной силой 
притяжения планеты Солнцем. Введенный нами параметр м определяет 
порядок возмущающей силы и может иметь различное физическое зна- 
чение в зависимостн от усповий задачи. 

Напишем уравнения возмущенного движения в виде (9) с указанием 


явной зависимости функций Яь Из, --.›, в от параметра п: 

9. . 1 
Е (6 9, Бо, 6, рт; №, 
@ ; 

. че 5 Бо, е, р, т; р), | 
[0] 
ЕЯ 5, Бе рты), (3) 

5 
ае г 
Е 9, Ь®, 6, р, т; р), 
а 
С ЧЕ ЖЬ(Ь, 5 В, е, р, т; в), 

@ 


ие (Ь 5, Бо, 6, р, т; В. | 


Мы будем предполагать характер возмущающей силы таким, чтобы 
функции д (7—1, 2,...6) удовлетворяли следующим условням: | 
жк, Ь ве, р, т; 0) должно быть тождествевно равно нулю. 
2) Фуикции у; должны быть непрерывными функциями от Ё в неко- 
тором промежутке (&, №), включающем в себя начальный момент ь- 
3) Функции у, должны быть аналитическими функциями переменных 


в, бу Бе, рит ля всех значений этих вечичин, близких к сис- 
теме значений 


0, бб, 1, 9, е, р, % 
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и для всех значений времени, заключающихся в промежутке (2, ь) 
Величнны У, й,... суть начальные значения элементов <, Ь... 


При выполнении указанных условий решенне системы (45) может 
быть определено рядами вида 


= -- дб, + рУ +... Ви +... 
= БР + +. Мы +... 
© = оз ЗН ие, + ибо... Но +... 
е=е ре Не, Е... ие +... 
= Вир, + ?рь +... ры +... | 
тет им а +... МЧ +41 


(46) 


схолящимися абсолютно и равномерио для всех значений времени в про- 
межутке (1, Ь) и для всех достаточно малых значений ||. Коэфи- 
циенты рядов (46), т. е. величины 7.» 1, Фу, в, Ра В бл, 18. 
суть непрерывные функции времени в промежутке (5, 5), обращаю- 
щиеся в нуль при #== &. Не останавливаясь на доказательстве схоли- 
мости рядов (46), укажем только, как могут быть определены их коз- 
финиенты. * 

Из выражений (45) мы видим, что 


ал, р а Чт 
ое 5 
5ы Че чо * О - \ ар 


Но лиференцируя уравнения (45) по м в предположении, что эле- 
менты определяются рядами (46), мы находим 


а [Ш ду | дуь 95% нь 3.98 [а 
аи | & ди 05 ай Рог ад {47) 
ув 
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Полагая в этих равенствах и ==0 и имея в виду выражения (46), мы 
находим без труда следующие уравнения 


"= (%).+0%) м) ы+..-+() =, | 
| 
| 


а _ [ВЕ 2.) ты + ое (*) =. 


бт дв №) 9%); ув 

ЕП 8) ++ (ах |“, ++ (98) 5 :#:+ (9%) =, 
где нулевые значки указывают на то, что после диференцирований 
нужно положить 

р=0, л=яь 1=%, вые, е=е, р=рь = %- 

Система (48) представляет собой систему шести линейных неоднорол- 
ных уравнений с неизвестными функциями 57, &, ®., е,, рр ит, инте- 
'рируя которую мы получаем коэфициенты при первой степени м 
в рядах (46). 

Заметим, что уравнения (48) значительно упрощаются, если функ- 
ЦИИ Х,, Х2›--., Я Содержат параметр д множителем. Действительно, 
пусть 
(о, орки) = ВИ (Ь Бор вв) (=1,2....,6). (49) 
Тогда 

ое 2 и _ 9 
О ид’ ол, — бам & =: > 
и полагая в этих равенствах и =0, мы найдем 
ВХ = р 0х, а; 
(*) = 9%, К, оо» 6» Ро, то; 0); () =... = (=) == 0. 
Поэтому правые части уравнений (48) совершенно не будут содер- 


жать неизвестных функций, а величины 4%, &,..., т, найдутся про- 
стыми квадратурами и определятся следующими формулами: 


й 
я,=/ О бр Но, бр 10; 0) 4, 
и 


: 
и С 55, 1, 9%, 6, Рь т; 04 
® 


1 
т = Дас, бо» 1 бу, бо Ро» То; ба. 
ет 


Таким образом коэфициеиты при первой степени й в рядах (46) 
можно считать известными функциями времени. Если параметр 2 очень 
мал по абсолютной величине, то часто в рядах (46) можно бывает 
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отбросить все члены, начиная с р. и получить таким образом пер- 
вое приближение для функций 5Ъ, 1, @, е, р, т в виде выражений 


= Ни, =, © = 0% +, 
е == 6 -- ме» р= ро ирь тет ит, 


которые представят элементы оскулирующей орбиты с достаточной точ- 
востью по крайней мере для значений Ё, достаточно близких к на- 
цальному моменту &. 

Чтобы получить второе, более точное приближение, нужно опреде- 
лить коэфинциенты 6Ъ, Г», @», ©», Ре, та при второй степени и в ря- 
дах (46). Для этого диференцируем уравнения (47) по и, причем для 
простоты предположим, что функции х; имеют вид, определяемый фор- 
мулами (49). Мы получим следующие уравнения: 


д 2 не 
аа р о 
а 
и а. и г. Е ар’ 

о о в 


Полагая в этих равенствах и ==0,-мы в силу выражений (46) полу- 
чим следующие уравнения; 


чаем. «(ль 


алые (ль * 


в т (2% 0 
(ыы ++ (8) 
где нулевые значки указывают на то, что после диференцирований 
нужно положить 


2-5, КЪЕЗАЪ, ПЭ, ЕЫФ бе 
р Сер 


Так как функции ТЫ, 1, @, е, р, ит, уже найдены, то правые 
части последних уравнений суть известные функции времени, а следо- 


й 


= 
с 
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вательно, функции 6%», [,..., то определятся квадратурами при по 
моши формул 


“ЛК 2 + +(5%) я, +...+ (6) в] 44 


Зная эти величины, мы можем получить второе приближение для 
элементов оскулирующей орбиты в виде 


= -- рб, ТЫ, Фо ро, + о, 
== 66 + ме, | *е,, р= Ро ир-Е верь, т = то мт, + рт, 
Точно таким же образом можно поступать и далее, определяя тре- 

тье, четвертое и последующие приближения. Со стороны принципиаль- 

ной нет никаких затруднений в нахождении любого приближения, так 
как все сводится к интегрированию систем линейных уравнений или 
даже просто к квадратурам. Однако трудности фактического нахожде- 

НИЯ приближений возрастают с увеличением их порядка, так как вы- 

кладки чрезвычайно усложняются. Поэтому на практике редко идут 

далее второго приближения, но, разумеется, при этом должно быть 
установлено, для какого промежутка времени это приближение опреде- 
ляет элементы с заранее назначенной степенью точности. 

8 44. Диференциальные уравнения возмущенного движения си- 
стемы любого числа материальных точек. Выводы, полученные нами 
в предыдущих параграфах, относительно возмущенного движения одной 
материальной точки (или одной планеты), немедленно и без всяких 
затруднений могут быть распространены на систему, состоящую из лю- 
бого числа материальных точек. 

Рассмотрим систему К материальных точек, движущихся под дейст- 
вием притяжения Солнца (или вообще главвого притягивающего 
центра) и различных других сил, как, например, сил их взаимных при- 
тяжений, сопротивлений среды и т. д. Допустим, что диференциальные 
уравнения движения системы могут быть приведены к виду 


(50) 
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_ 
где х) У» 21 суть прямоугольные координаты точки М относительно 
пекартовой системы координат с началом в центре Солнца и с неизмен- 
ными направлениями осей, у = Их -РУ-Е 2, м; — постоянные коэфи- 
циеиты, зависящие от масс, и Хь У 2; — компоненты возмущающей 
силы, действующей иа точку М;. Величины Х» У; Ё; суть некоторые 
заданные функции времени, координат и компонентов скоростей всех 
вообще точек системы. Таким образом система (50) представляет си- 
стему ЗК совместных диференциальных уравнений между ЗК неизвест- 
ными функциями 


Хх» У, 2 Хь Ух 2-Х Ув 2% 


Точно так же, как мы это делали для одной материальной точки, 
заменим систему (50), определяющую прямоугольные координаты пла- 
нет, равносильной ей системой, определяющей элементы оскулирующих 
орбит- 

Отбросим в правых частях уравнений (50) величины Ху» У» 2ь опре- 
деляющие возмущающие силы. Тогда система (50) распадется на ЕЁ 
отдельных систем, каждая из которых будет содержать координаты 
только какой-нибудь одной планеты, а поэтому каждую из этих систем 
можно интегрировать отдельно так, как это было выполнено в главе 
четвертой. Интегралы каждой отдельной системы представляются фор- 
мулами 


х; = 1; [с03 и; с03 55; — 1 и; $ 5; с08 8], 
у; == гу [с03 узи 95 -- 1 и; с0$ 9; с08 Ё}, (51) 
21 = щи, 


где 
ии о, 
= В 
= 1+6; 5056, | 
и ! 62) 
Е 4; 
Е ты : а 
У №; (Е, с05 5) › 
и величины 
Я» 1 © в р ц Ч(=,2,...,Ю (53) 


суть элементы невозмущенного движения планеты М,. 

Переходя теперь к возмущенному движению, мы введем в качестве 
новых зависимых перемеиных 6К величин (53), которые связаны со 
старыми переменными формулами (51) и (52). Этим самым мы рассмат- 
риваем возмущенное движение каждой планеты М; как иевозмущенное, 
но элементы которого изменяются с течением времени. Траектория каж- 
дой планеты Ш; есть, вообще говоря, сложная пространствеиная кри- 
вая, являющаяся огибающей соответствующего семейства кривых второго 
порядка, зависящего от одного параметра-—времени— через посредство 
величин 5%» &, @,, би р; 


158 ВОЗМУШЕНИОЕ ДВИЖЕНИЕ 


Диференциальные уравнения, определяющие оскулирующие эле- 
менты каждой планеты №М;, напишутся совершенно так же, как и 
уравнения (33), так как последние были выведены для любого харак- 
тера возмущающей силы. Поэтому система уравнений возмущенного 
движения нашей системы К материальных точек напишется в виде 


7; И эти, р ] 
а р; ть —. 
т Е 605 и; И’ 
РТ ; 9 1 
4; 1 1 п Г; ыы Г; Е 
ое СО = 2 Тиз р Пе. 
1 = 
Че} р 7) 7) 6 (54) 
== Зизти НТ —— | Туса, + е-- Тн, | 
Р; 2 
ар; 
же = То 
В 
4; РР : р; и 
АЕ |= (сози;— вт, М $ мть | о, 
а Ув г Е ] 
где з 
Р. р; р 
в- И а т-у ть У и 
и 
р "и 
№==2-2 | -= созьз аи 
и Е тя 
г ГА 7 
с 


Величнны $» Г» М) суть компоненты возмущающей силы, действую- 
щей на планету Му, причем $; есть проекция возмущающей силы на 
радиус-вектор точки М, Т;-—-на перпендикуляр к ралиусу-вектору 
в плоскости движения и И/;--на перпевдикуляр к плоскости движе- 
ния М;. 

Так как, вообще говоря, возмущающая сила каждой планеты зави- 
сит от времени, координат и компонентов скоростей всех планет сн- 
стемы, то величины 5, Т; и У\/, а следовательно, и правые части 
уравнений (54) будут функциями 6Ё--1 переменных: времени и 6 ос- 
кулирующих элементов 

др 1 6 р 1 


Таким образом система (54) представляет собой сисгему 6Ё совме- 
стных диференциальных уравнений с 6Ё неизвестными функциями. 

Допустим, что_нам удалось каким бы то ни было способом полчно- 
стью проинтегрировать эту систему. Тогла величины &%;, {, 0%, вр М 
и т; определятся как функиии времени Ён 6К произвольных постоян- 
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ных, за которые можно принять значения оскулирующих элементов 
в начальный момент &. Обозначая начальные значения оскулирующих 
элементов планеты через 


(0) 


0) #0) (0) (0) (0 
5, р ит, 


и, @, 6, 


мы представим общее решение системы (54) в следующем виде: 


(9 #0. (9 (0 (0 (0 ( 20] 
О о Е. 


(0) 0 {0 40 „0 © 
песо О 9 9 9 


; 0 до 9 © © ( 6) (0) 
ВО Я, о о 


(0) 0) (0 20 „0 (0). 
-... бщ, м, бы, в, рь, % ), 


= (Е, я, 1о е°, 20, ро 10, Яо, © 
‚оо О: О 

5 иЬ 9, 8%, о, 6, Ио, 12, 5, 8,.... 
По вы» 

ь =, 99, ©, 00°, 9, 39, д®, ®, ... 


, 
0) 30 0 © © о 
Бес 9, [0 О Ч М, < 


не 


0 =(0) (° (С (6 (С (9 :(0 
ПЕС О о С р а, 


. , 


(0) © (0) 0) 40 0) 
зеаы 1), ©, 60, ие 1), 


(0 (0) (9 (© (9 (0 (0] =(0 
О 9 о оо 
0) © о 0 0 
ав по а, И, ЗО 
. о 0 о © ю © 0 0 
А Ме рвы 


0 0 0 © © © 
...) М, №, №, 6, р, т), 


2(5! (И {9 (0 () (С (0 
пе ое риа В, 


о 0 ю ю ю © 
сало ОНО 0 5 а 
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При этом очевидно, что 


, (0 о сю © о 0 о) 0 __ 90 
А ПР, 10,..10, 5%, &,...,4,.. 0, №,... 10) =, 


ь 40), _ 6 
Пер о о № о) 


(Е, о, Бао р ве сы с ББ вой 


ты О 
. 

Зная общее решение системы (54), мы можем определнть положение 
и скорость каждой планеты М; для любого момента времени. Это про- 
изводится следующим образом: прежде всего вычисляем для данного 
момента эксцентриситет 6; планеты М;. Это определяет тип движения М; 
в момент времени ?. Вычислив затем значения всех остальных элемен- 
тов М; для данного момента, мы определяем положение и скорость 
планеты М; по формулам эллиптического движения, если е,< 1, —по 
формулам параболического движения если е;=1 или — по формулам ги- 
перболического движения, если @ >> 1. 

Все эти вычисления не представляют никаких затруднений. Единст- 
вениая и основная трудность задачи заключается в интегрировании си- 
стемы (54). Почти никогда не удается проинтегрировать эту систему 
полностью, вследствие чего обычно приходится прибегать к каким-либо 
приближенным методам, например, к методу интегрирования рядами, 
который мы рассматривали в предыдущем параграфе и который без 
особых затруднений может быть обобщен на систему любого порядка, 
содержащую любое число малых параметров, по степеням которых 
велутся разложения. 

В основной задаче небесной механики, гле возмущающие силы за- 
висят только от положений планет М; иногда удобиее пользоваться 
уравнениями типа (44): В этом случае система (50) будет иметь вид 


@х; 
ав 


(55) 


(БЛ. Я е-- 


где Ю; есть пертурбациоиная функция для планеты М;. Перехоля к ос- 
кулирующим элементам, мы можем заменить систему (55) спелующей 
равносильной ей системой: 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ 161 


1 
У!—@ дв 
пе; дор 
1—с05& 9Ю; 
а! па Ут—@& этЕ 6) поут-езть 00; 
1 эк; 
8 эт; 07,7 
й Я з } (56) 
ай 1 й 
ТР а ПЕ 72 
пе И1-@ зи; 01; 
40; 1— с03 & дБ; У!—е к; 
ГО а Ит— @ зшё, 0 ‚в >) 
па ут @зтё 01; пе, 4; 
Г ИР 
42; Е 1—с0$& я у! е} Эв, 
а Г Е 3 В. 
п, у! Е НИЯ 5 пуауе) де; 


В этих уравнениях функции Ю; суть функции времени и оскулирую- 
щих элементов всех планет системы. 
Мы здесь опять не рассматриваем основной задачи небесной меха- 


ники подробно, так как это будет сделаио в следующих главах на- 
шего курса. 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ 
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$ 45. Вводные замечания. Диференциальные уравнения возму: 
щенного движения одной планеты (или системы планет) могут быть на- 
писаны, как мы это показали в прелшествующей главе, различным об- 
разом в зависимости от того, принимаем лн мы за неизвестные функ- 
ции прямоугольные координаты или оскулирующие элементы. Совер- 
шшенно очевилно, что диференциальные уравнения одного и того же движе- 
ния можно написать бесчисленным множеством способов, так как выбор 
величин, определяющих положение планеты (или системы планет) по су- 
ществу совершенно произволен и может мотивнроваться только целями 
большей простоты, удобства, легкости вычислений и подобиыми им 
практическими соображениями. Ввиду этого одной из задач небесной 
механики является наиболее рациональный для рассматриваемых целей 
выбор переменных, определяющих положения планет и долженствующих. 
быть определенными в функции времени. у 

Прямоугольные коорлинаты большей частью оказываются иеудобными 
и для теоретических целей — для качественного анализа движения—и г 
практических целей, т. е. для фактических вычислений. Оскупирующие. 
элементы применяются главным образом для целей последнего харак- 
тера, но для теоретических исследований они также оказываются не совсем. 
удобными, ввиду чрезвычайной сложности правых частей уравнений, их 
определяющих. А потому в этой главе мы займемся изысканием пере-. 
менных, столь же удобных практически, как и оскулирующие элементы, 
и диференциальные уравнения для которых имеют простой, симметрич- 
вый вид, облегчающий исследование общих свойств движения. 

Чтобы достигнуть намеченной цели, мы рассмотрим сначала некото- 
рые общие преобразования тех основных дифереициальных уравнений, 
которые мы вывели в самом начале курса_ Мы рассмотрим также общие 
свойства этих преобразований, устаповим законы перехода от одних 
переменных к другим, и таким образом подготовим математический ап- 
парат, которым будем пользоваться во всей остальной части нашего 
курса. В целях достижения наибольшей общности наших ВЫВОДОВ, МЫ 
будем рассматривать не основную задачу небесной механики, а во- 
обще задачу о движении системы материальных точек, находящихся 
под действием заданных сил, возможно более общего характера. Основ- 
ная задача небесной механики и ее диференциальные уравнения полу- 
чатся тогда как частный случай этой общей задачи. 
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8 46- Уравиения Лагранжа. Рассмотрим задачу о движении си- 
стемы п -- 1 материальных точек Мо» М, Мь,..., Ми, относительно 
некоторой абсолютной системы прямоугольных декартовых координат. 
Пусть Ин» Шу» Ть +. Ти будут массы этих материальных точек, хь 
У „;— координаты точки М; и Хь Уь 2, — компоненты силы, дейст- 

, Л 

вующей на эту точку. Величины Х;, У 7: @ =0, 1,2,..., п) мы пред- 
полагаем заданными функциями времени, координат Ху, Уз, 2%, Хь У», 
2» Хз» У 2. --› Хи, Ул 2 И компонентов скоростей Ху, Уз, 2, Ха, 
и, и Х, У» 2...) Хи» Уи» 2п. Диференциальные уравнения, опреде- 
ляющие движение системы точек М, М; Мь,..., М», напишутся 

в следующем виде: 
@х; у; 

* * 

те =Хь Пре =Уь п 


422, 


+ 


ай 


А (0% 0 


Если, в частности, действующие силы обладают силовой функцией, 
т. е. если фуикции Х» Уь 2: таковы, что мы имеем 


ди [81 9Е 
Х 0 У; = ду ее, (8 


0,1, 2,..-, п), (2) 
п 
тде О есть заданная функция только от координат Хо, Ус» 20, Хь Ув 
21, Хо, У» 2» ---› Хи» Ув» 2, ТО соответствующее этому случаю движение 
называется консервативным, так как в этом случае уравнения (1), при- 
нимающие вид 
ю Е ю. 
м 00, гу, ди т 2: ВОР [© 
ав пр? АЕ бя 


(=0, №2... п), 


имеют интеграл живых сил, выражающий сохранеиие полной энергии 
системы во все время ее движения. 

Далее, если, в частности, функция И опрелеляется формулой (6) 
главы второй, то уравнения (3) определяют движение системы матери- 
альных точек, взаимно притягивающих друг лруга по закону всемир- 
ного тяготения Ныотона. Тогда, уравнения (3} представляют уравнения 
основной задачи небесной механики в абсолютных осях. 

Введем теперь вместо переменных х, у, 2 некоторые другие пере- 
менные 0, 4»,...,@зи1з, Связанные с абсолютными координатами опре- 
деленными соотношениями, которые могут также содержать время {. 
Пусть формулы преобразования имеют внд 


Х: ==: (@1» Чл»... › виз; 5, 
ур== у (Чь 9» ---›448; 0, (4) 
2 ==28 (1, Ч ---›@алз; В @=0, В2,...п), 

и допустим, что правые части этих равенств суть известные непрерыв- 


ные и однозначные функции указанных переменных. Тогда при задан- 
ном значении момента времени Ё всякой системе значений величин 4, 


ет 


9», --.,@знз Соответствует единственная система значений координат хь, 
У, 2, т. е. определенное положение системы. Таким образом положе- 
ние системы точек ЛМ, М:, М,„,...,/М и одиозначно определяется зна- 


* 
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чениями величин 4, 95,..., (зифз, Которые по этой причиие играю 
такую же роль, как и прямоугольные координаты. 

Эти величины 4, 45... из мы будем называть обобщенным 
координатами системы, или также переменными Лагранжа. Нашей 
задачей является теперь получить диференциальные уравнения, опреде- 
ляющие переменные 4), 4», ...0за--3- Для этого помножим уравнения (1) 
0х; ду, 02 
90;° 04? 04; 
декс ] может пробегать все целые значения от |1 до 3п--3, то мы 
получим 8п-|-3 уравнений следующего вида: 


п 


2х; д; ау; ду; т: с 
Ут( д, Рав д; Гав 


1=0 
У (и У = 


4=0 
(= 1, 2,...,Зп- 3). } 


Преобразуем левые части полученных о написав выражения, 
стоящие в скобках под знаком суммы, в следующем виде: 


@х д Фуд, Фа да а [Чада Чи, Ч 0 
ав 04; ' ав 09; ‘ав 9; @ а 04; ' @Ё 04; «Е да; 


ах; @ {0х; 4; @ [0 42; @ | 0%; Ё 
[2 а Е а (+ @ Ш (.,. (=\, 2,.. „3-Е 3), 


каковые равенства, как нетрудно проверить, являются тождествами, 
С помощью этих тождеств уравнения (5) примут следующий вид: 


ах; дх; в ду; 42; 02; Е ах; 4 10х; 
ва Па Ф х; | - 
т и 04; Та 04; а 94; аЕ а 94; 
$=0 
4 [ду; 4; 4 (д; ы дх; ду; д; 
+" а а Е )-+ ии |. ыы о (м яр "д, +2). 
+=0 
(= 2,...,31-- 3) _ 
Введем для сокращения следующие обозначения: | 


} 
Са 
ах, 0х; 4; ду; 42; 02; 
ь и И а Ве ея 
ее У"( аЕ ба; ЯР 8 04; УР м, 


соответственно на и сложим все уравнения. Так как ин- 


| 
.)- 
} (5) 
| 


+=0 
= 4х; 4 (0х; ау а [ду 42; @ [02 | 
к. Ро РК ы 
& У"| а а (= а [ а а (=). | (6) 
$=0 


ду, М 22 
в- (ма чар + И; + А вх) (=1Ь2,...зй-- 3). 


1 
|] 
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Тогда уравнения (5) напишутся в следующем простом виде: 
ЧР; а 
о = ® ({=1, 2,...37-3). 
Чтобы получить уравнения движения в переменных Лагранжа в окон- 
цательном виде нужно выразить величины Рь Оуи В; в функции вре- 
мени, величин @; и их производных Согласно сделанным предположе- 
ниям функции Хь Уь 2 суть известные функции от Ь хь У, 25 
Хх 7, 2. Величины хь у, & выражаются через величины 9; заланными 
формулами преобразования (4). Величины 5 у, 22 получаются непо- 
средствеиным диференцированием формул (4) по Е полным образом, 
что дает выражения 


@; 9х, . дх; . 
ом, По. ЗА я 
0х; 
жил 
а, 0; 
аа в Ра 
5; (7) 
Роги 
[7 = 
2 би яР 
е ЧЕ 04, т 
02; 
те 01 
где (=0,1,2,...,п), 
. 44; =: 
= ГЕ ®, соо Эа) 
определяет скорость изменения обобщенной координаты 4; Поэтому, 
величииы пы 0,...,@3а4з Называются обобщенными скоростями си- 


стемы точек Ме Мь.--, Ма- 

Подставляя теперь в выражения функций Хь Уь & вместо прямо- 
Угольных координат их выражения (4) и вместо компонентов абсолют- 
вых скоростей их выражения (7), мы выразим эти величииы, а следо- 
вательно, и величины В; в функции времени, обобщенных координат @; 
и обобщенных скоростей @; 

Чтобы получить соответствующие выражения для величин Ру и 9 
рассмотрим живую силу Т системы точек М» Мь..-., М», которая 
в абсолютных координатах имеет следующее выражение: 

а п 
т-- Утя=х Уже Я а. ®) 


= 4=0 
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Подставляя сюда вместо Х;, уь 2 их выражения (7), мы получим без 
труда для живой силы Т выражение в функции времени, обобщенных 
координат 4; и обобщенных скоростей @;. Ввилу того, что Хь у, 2; 
определяемые формулами (7), суть линейные функции от обобщенных 
скоростей, а Т есть однородный многочлен второй ‘степени относительно 
абсолютных скоростей, то относительно величин 9; живая сила Т также 
будет многочленом второй степени, но уже вообще не однородным и не 
с постоянными коэфициентами, ас коэфициентами, зависящими от вре- 
мени и обобщенных координат 4;. 

Предполагая, что Г выражено в функции новых переменных, пока- 
жем теперь, что 


ог эт ; 
Р;=<^, а. (1=1,2,..., Зи -- 3). 


04; $ 
Действительно, лиференцируя Т частным образом по @, мы полу- 
чаем в силу формулы (8) 
п р ь - 
эт - д, . 0; - 92; 
= У" (х г Ни а“). 
С 24; 84; 94; 


С другой стороны, диференцируя соотношения (7) по @;, мы, оче- 
видно, получаем 


т 
ввиду чего последнее выражение для —— напишется в виде 


Ч; 
т 
от с ра а на 
а У + ИА) = Р, 
Р) 94; 94. 
И 4 р р 


в силу первой из формул (6). 
Чтобы получить выражение лля О» продиференцируем Т частным 
образом по й;. Мы попучаем 


т . ь . 
эт к 1 0 - 0: г. = 
= Уи я 59, +2 9, 
= ы я 
Чтобы найти выражения частных производных от Х» у, 7: по 4 
диференцируем формулы (7), что дает выражения вила 


8 п - 0х. бе дех; 
21, — 04, 00; Ч = 04; и Задав, "8 С 94; 


А 0) ФР . ба 
С другой стороны, диференцируя по 4; соотношения (4} и беря от 
полученных выражений полные производиые по 17 мы получаем выра- 
жения вида 
а 10% д, ВЯ: р 9 а 9х; 
а (>, ) 240, ЕК 90;00, 1 т уж 008 
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Так как, по предположению, правые части формул преобразова- 
вия (4) суть непрерывные функции своих переменных, то 
д:х; 0х, 0х; д:х; 
00 04,04.’ 0104, — 04,9 


(К=1,2,...,Зи--3, 1=1,2,....Зи-ЕЗ), 
вследствне чего 

9х, а (5% ду; а [9 97; а 02; 

0: @ \ 09; 9, 4 \2% |’ 0  @! 04; Ё 


от 
и выражение для 54. напншется в виде 
Ю 


п 
от д [а и - а [0% ‚а [04 3 
2 № Ти & аЕ д ТУ (м: +2 а (=, © 


& 


= 


в силу второй из формул (6). 

Так как живая сила Г может быть выражена, как мы это указали 
выше, как функция Ь ду и 4, то величины Ру и 0; можно считать 
известными функциями. времени и новых переменных, а уравнения (7), 
опрелеляющие эти переменные, как функции времени могут быть напи- 
саны в следующей удобной форме 


а [от от ; 
: = &; ЕЁ; ыы ь 
|. (;) щ-=® (—Ъ?,..., 31+) 9) 


Уравнения (9) называются диференциальными уравнениями движе- 
ния в форме Лагранжа, ипи, более просто, уравнениями Лагранжа. 
Улобство этих уравнений заключается в чрезвычайной простоте пере- 
хода от абсолютных прямоугольных коордннат к каким угодно другим 
переменным. Действительно, чтобы написать уравнения Лагранжа нужно 
только выразить через новые переменные живую силу системы Ти 
получить выражения для функций Ю. Для случая, когда силы, дей- 
ствующие на точки системы, обладают силовой функцией, уравнения 
Лагранжа еще бомее упрощаются. Действительно, ввиду условий (2) 
величины А; в этом случае припимают вид 


кл (ол 0х; Ид ды д 
её + ь 
К > (е ба, "ду; а; Ра в) , 


и так как О зависит только от координат Хх», у, 2 то 


в А. ЕЕ 


и уравнения Лагранжа в этом случае примут вид 


-а [т от. 00. 
а | 09; 04; 


или 


а (ту тем ©. 
| о НИ ф-ь>,...,и+ 3. (10) 
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Таким образом, чтобы осуществить преобразование к новым пере 
менным уравнений консервативного движения, нужно выразить чере 
эти новые переменные только две величины — живую силу системы 
и силовую функцию (У. 

8 47. Канонические уравнения двнження. Уравнения Лагранж; 
представляют систему Зп -|- 3 совместных диференциальных уравнени; 
второго порядка, определяющих Зп 4-3 неизвестных функций б 
92, -..› 3л-+з- Как известно, увеличивая соответствующим образом чисж 
неизвестных функций, мы всегда можем заменить эту систему равно 
сильной ей системой диференциальных уравнений первого порядка. Э 
замену можно произвести различными способами, и мы рассмотрим 
теперь один специальный случай такого преобразования, который при- 
ведет нас к особенио удобной и симметричиой форме диференциаль- 
ных уравнений, называемой канонической. 

Положим для сокращения письма ЗП-- 3 = и введем в уравие- 


ния Лагранжа вместо 9 новые переменные р; посредством соотно- 
шений 


= -—. (1 
р г ) 

Таким образом, вместо К переменных @;, 4»,...,(к мы вводим 
теперь 2К переменных 


9, 4>..., бь 
| (12). 
Рь Р»ь---› Рь, 
которые будем называть каноническими переменными или ВИН 
скими координатами. Еспи значения этих величин извесгны для вся- 
кого момента времени, то движение системы точек Му, М»... Мь 


полностью определено, так как 0; определяют положения ‘точек си- 
стемы, а р; их скорости. Нетрудно убедиться в том, что р: суть 


пииейные функции от 0; с коэфициентами, зависящими от Ёи вели- 
чин 4. Действительно, мы указывали, что живая сила ТГ есть много-_ 


член второй степени относительно обобщенных скоростей @. Этот 
многочлен мы можем представить в виде 


ТЕТ +Т,+ ТТ, (13) 


где Т» означает совокупность членов второй степени относительно б;, 
Т, — совокупность членов первой степеви и То — совокупность эленов, 


от 4; не зависящих. Мы можем поэтому написать 
А А 
Т, = > 54, ТГ, = >. 4, (14) 
р г: 


== 


где величины аз и В; зависят только от Ги от д: 4>,-..).4ь. Вычис- 
ляя величины ру, мы находим 


(15) 
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Поэтому, зная р; и 4», мы получим обобщенные скорости 0; путем 
ешения алгебраической системы лииейных уравнений. 

Выведем теперь диференциальные уравнения, определяющие канони- 
ческие переменные 4; и р;. Из уравнений (9) мы получаем прежде 
всего следующие уравнения; 


94; о 
И = я 
Чар _ ог п 


ОТ с 175% ЕЕ Я о -ъ 9 


Остается выразить а части этих уравнений через новые пере- 
менные 4 и р;. Для этого нужно определить й из уравнений (15), 
считая в них р; величинами известными, и подставить найденные выра- 
жения п: в правые части уравнений (16). Эти выкладки, довольно тя- 
гостные при большом числе перемениых, можно значительно упростить 
введеиием некоторой вспомогательной функции К при помощи формулы 


К== р, -Е ра, +... Е рык — Т. (17) 


Считая 4, @,...,@ функциями Ё и канонических переменных, 
определяемыми уравнениями (15), мы видим, что К также можио рас- 
сматривать как функцию канонических переменных, вследствие чего 
мы можем диференцировать эту функцию и по р» и по 4;. Выполняя 
эти диференцирования, мы находим 


эк [А 94, р 
ре 1 бр, --.. - 1 Редр, 
от 94, от 0, дт д 
Ч 27; м 9 `` бб 
и 

о я, 945 т 
А 94; + Р 204; -. УНР Рос 
от 9, ог 04. от о дт 
9.04 0.0, ^^ 0,9; 94° 


Нетрудно убедиться в том, что в силу формул (11) в выражении 


к 
цля бр сокращаются все члены, кроме первого, а в выражении 
5 


9к 
Дяя 2 все члены, кроме последнего, вследствие чего мы получаем 
7 
а, К т 
с 
вр; ” 4 и 
В силу чего уравнения (16) напишутся в следующем виле: 
4% ок 
@ др: › ь 
3 
= (18) 


; эк : 
ЧЕ 44; +В (=1,2,..., К). 
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Для фуикции К можно найти очень простое выражение. Действи- 
тельно, вставляя в формулу 


в в 
ми. ы: 
а; 


7 


вместо живой силы Т ее выражение (13), мы получим 


к 

от. ЭГ. - 

к-У( — Я 9, 
= 94; "04, й 2 т 0 
== 


Но мы видели, что То и Т, суть однородные функции от 0; соот- 
ветственно второй и первой степени. Применяя к этим функциям из- 
вестную из анализа теорему Эйлера об однородных функциях, мы 
можем написать 


вследствие чего выражение для К примет вид 
К=Т,—Т.. (19). 


Для нас особенно важен случай, когда действующие силы имеют 
90 
силовую функцию, т. е. когда движение консервативно. Тогда Е 
3 

и уравнения (18) примут более простой вид 


4; _9к 

[п др;* 0) 
“р; _ Ки 

ЧЕ 24; ‘04; 


Так как силовая функция, по прелположению, зависит только от 
абсолютных координат, то в канонических переменных (7 будет функ- 
цией только от 41, 0», ...,4ь и, вообще говоря, времени [. Поэтому 


90 

др. =0, и мы ничего не изменим в предыдущих уравнениях, написав 
Ру 

их в виле 


Е — др; др: ' 
Ч, _ К 00 
4 04; 99; 


Наконец, полагая 


бя — (21) 
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мы дадим предыдущим уравнениям следующую окончательную форму: 


4 _ он 
Е др; Е (2) 
4, _ он 


= 9=13...., | 


Уравнения (22) называются диференциальными уравнениями движе- 
ния в канонической форме, ипи, просто, каноническими уравнениями, 
а функция Н, определяющая аналитическую структуру правых частей 
этнх уравнений, называется характеристичеекой функцией канониче- 
ской системы уравнений. Очевидно, что функция Н, вообще говоря, 
завнснт от Ёи от всех `каноннческих перемеиных 4, 0.,.--,4ь, Р., 
ры, -- > ПЬ- Прн этом отметим, что относительно велнчин р; Н есть пе- 
лая алгебранческая функцня второй степени. Это следует из того, 
что ТГ. есть однородный многочлен второй степенн относительно 0обоб- 
щенных скоростей, которые выражаются линейным образом через вели- 
чины ру. 

Отметим еще, что днференциальные уравнення консервативного дви- 
ження системы точек Ме, М:,...,М» могут быть приведены к кано- 
ннческому внду бесчисленным множеством способов, так как выбор 
обобщенных координат 41, 4,-.-,@ь по существу совершенно произ- 
волен. Таким образом мы всегда можем выбрать новые переменные 4,1, 
4» ---,@ь» например, так, чтобы соотношения (4) не содержали явно 
временн. Тогда, очевидно, ни Т ни (О также не будут содержать вре- 
мени явно, а следовательно, характеристнческая функцня Н будет за- 
внсеть только от вавнсимых переменных 4; и В» В этом случае си- 
стема (22) всегда имеет интеграл вида 


Н @ь 9». --›4 Рь Рь- -. ‚ Рю) = соп84. (23) 
Действительно, помножнм уравнения (22) соответственно на = 
иона — т и затем сложнм все уравнення. Мы получны 
ое 
он @ он 94. дн @ь 


Но Н есть функция только от р; и 4. Поэтому правая часть 
последнего равенства представляет полную производную от фуикцин Н 
по и мы можем написать 


ан 
а = 0, 
откуда 
Н = соп$, 


что и требовалось доказать. 
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Полученный нами ннтеграл не всегда совпадает с интегралом жи- 
вых сил, который всегда имеют уравнення консервативного движення 
и который имеет вид 


Т=ОИ 
ТТ. + ТИ. 


Действнтельно, интеграл (23) может быть написан в виде 
Т.— Го = 0 -|- сопз{ 
н эти два интеграла совпадают только в случае, когда 
ТГ = То =0, 


т. е. когда сделанное преобразование таково, что живая сила является 
однородной функцией второй степенн от обобщенных скоростей. 

$ 48. Преобразовання канонических уравнений. Канонические 
уравиения обладают одним замечательным свойством, которое заклю- 
чается в том, что онн не изменяют своего вида при некоторых пре- 
образованнях завнснмых переменных, Это свойство было открыто Якоби 
и формулируется в внде теоремы, называемой теоремой Якоби. Мы 
докажем сначала более общую теорему, принадлежащую Шарлье н из | 
которой теорема Якоби получается как частный случай. 

Пусть мы имеем некоторую каноннческую систему 


НЛИ 


и 
й р; 
24) 
ПР 
РП 04; = Чт: = О 


где характеристическая функция Н есть пронзвольная функция (непре- 


рывная и диференцнруемая) от Ь, 4,, 05, -..› Чь, Рь Рь --.> Р% 
Пусть, далее, 


$ (4, Обо зеан 085 в 5, =: ба 19) 
будет пронзвольная (непрерывная и диференцируемая) функция от А 
старых переменных 41, 4», -.., 4 К новых переменных &,, &», ..., бв_ 
и временн 2. 
Введем вместо переменных 

Чл, @> ---, бь 

Ра, Ры -..› Рь | 
новые завнсимые переменные | 
бл» в, ---, бы ; 

712 175 ---› 
при помощи уравненнй 
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Из этих уравнений мы можем определить, иапример, старые пере- 
менные в функцин новых н временн 


$4 =9 & 6» ---› бы Зь Ть ---, ПВ) | (26) 
= РС Вы ть аа > р + --3 в) 1, К). 


Теорема, которую мы хотим доказать, формулируется следующим 
образом: 

Если вместо 2Ё переменных @, р; вводятся 2 новых 
переменных &, 7; прн помощи формул преобразования (25), 
то днфереицнальиые уравнення, определяющие новые пере- 
менные, также будут нметь каноническую форму и напишутся 
в виде 

4 ов @5 И та 
о аа Ю, (27) 


где новая характеристическая функция определяется форму- 
ы 9 о 
лой Ю=Н-- 5, в которой Нн Е должны быть выражены 


в функцин &, 7; при помощи формул (26). 
Предполагая, что в функцию Н вместо 4, р; подставлены их выра- 


ЭН 
ження (26), вычислим частную производную 5 о . Мы имеем 
И 


дн мон 94% х > дм ЭР: 
0; 4 = 04: 97; = бр; 07; 
= 


что, в снлу уравнений (24), приводнтся к виду 


® 2 1 ЧР; ый ху 24; др; 
= АЕ 0%; г а! ди, ^ 


Далее, нз уравнений (25) находнм 


® 
д _ Мл р 0% 
9%; 90:04: дл; 


3=1 


в силу чего последнее и приннмает внд 


Е Ь 
-У 1 42; 0% УУ 9; др 09; 
@ ди, К аг 9400, ди; 


=1=1 


== 
Заменяя в первой сумме иидекс Ё на $ н изменяя порядок сумми- 
Рования во второй сумме, мы напишем предыдущее равенство в следую- 
щем виде: 
№ & 
НИ 5 [- > а | 
9; = 97; РП 7 Е 04,00; 
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Продиференцнруем теперь соотношенне 


полным образом по Е. Мы получим соотношение 


В к 
Чр. 50% а. о до 9& др 
п 2 ода - ОАВЕ ат > ФН 
$= 


ЭН 
с помощью которого выражение для 2; напишется в внде 


ы хх 295 др 1 045 0% 
01; 9; 04,05; во = 04.0Е * 


$584 1 


= в этом выраженни равен величине 


Коэфициент при Е 
® 

= м 

9%; 04.0%; ^ 


8—1 
Но еслн мы будем днференцировать соотношение 
Эр 
— я: = 2 
частным образом по 27, 2), -.., Я, то получаем 
для 
й 
9%; —® -У 0р 04 
р 9; — о. ди; ” 
для |= 
в 
да 1 др 04. 
у 04.0; ди; ` 


8=1 


ЭН 
Таким образом в выражении для ди. ИЗ двойной суммы остается 


И 
только однн член и мы получаем 
В 
В др 04% 


5; Ш 04,0 дц, 
5—1 


Полагая теперь 


Ю== =н+%, 


мы иапншем последнее уравнение в следующем виде: 


откуда следует, что половина теоремы доказана. 
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© 
‚Аналогично докажем и вторую часть теоремы. Прежде всего нмеем 


® в в в 
ан ОН 04, - ЭН ЭР; > @р; 04: т 44; Эр: 
—— = - т = = . 
Е 43 94; 05 = р; 96 = 0, ТТ 06, 
Затем, диференцируя уравнение 
— 
ф 90; з 
ны получаем соотношения 
® 
др; ко 9 9 99 
95; = 94;94, ЭЕ; 94:0; 
Е в 
о 
= `000, Ш Г 4 ОЕ, 94:01 * 
с помощью которых выраженне для „р напишется в виде 
Е, 
9 
в в Е в 
ЭН %124% 0% 98; и др р: 9 
28 2 Е, ОО, Ио МО, бар "т @ 06°. 


Чтобы упростить правую часть последнего уравнения, проднферен- 
цируем по &; соотношенне 


др = 
—№= Е. 


55 


Е 
р 9% 04; 9 
2—1 97.06, 0 | Е, Е,” 


Получим равенство 


9Н 
с помощью которого выражение для Е напишется в виде 


Е, 
й 
в в в 
ЭН к 0 4, кл 9% 1. < 0 08; 
9; — > дЕ,0Е, @ чР 24104,06; ® 229 04,01 8” 


С другой стороны, диференцируя полным образом по { соотно- 
шение 
9ф 
= ВЕ › 


мы получим 


в ь 
@ > 92 14. 9% (Е 9*у 


ег — 98:04. и РЕ 9 ОЕ, 0=; 9 * 


Вычитая это равенство из предыдущего, находим 


Е 
Эн в; _ 0% _ У 97» 094, 
98, @  ОБОГ 2ым ОЧь0Е 0, 
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* 


Так как 


Е 
Е @ 99 х 0% 04, 
дв; \91/ ^^ ВЕБ ОТ У 9104, 9Е, 
то окончательно мы можем написать 


9. 
#: э(н+- 5) дю . 
1 = (1=1,2 Г) 
Ч Е; 05, ные” ы 


н Теорема, следовательно, доказана в полном объеме. 
Если теперь фуикцня преобразования ф не зависнт от ЁЬ то 

д 
5 — 0 и характеристическая функция преобразованной системы воспа- 
дает с характеристической функцией первоначальной снстемы (24). Пре- 
‘образованиая снстема напишется в виде 

4; ЭН ав: эн 

й Й — ‚ 
о а О а 


т. е. преобразованная система имеет в точности такой же внд, как и 
первоначальная снстема (24), с той же самой характернстнческой функ- 
цней, которая только должна быть выражена в функции новых пере- 
‘менных при помощи формул преобразования. Это и составляет содер- 
жание теоремы Якоби. 

Более точно теорему Якобн можно сформулировать следующим 
образом: 


Каноннческая система 


99; Эн Чр; ЭН 
о к (=. Я Ю 
Ч! р)? Ш 99; 2и- б 
преобразуется в каноническую систему такого же внда 
а, он 4; Эн я 
о и 0=10,- 
7; = 


если новые переменные .. › 7} Определяются одннм из четы- 
рех иижеслелующих способов: 


бус ПО у ри 
1) 24; — №» Е, Е (-=Ь2,..., Ю, 
р 59 бэ р сою 8) 
и } и 
2) Эр; — @› О, а ((=ьЬ2,...Ю, 
ф = у(р, Вэ. ---. Рь; Ш» 72, --., 1) 
ПР ры. гв 
3) ва; = №, д; — 9 ЕЕ сы. 
т ЧЕ; т, 9, ---, №) 
д Е 
3) Эр =. 2, = Ее 


ф=у (ри, Ра, ---> РА: 5, в: В) 
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причем функция преобразования ф во всех четырех случаях 
есть любая непрерывная и диференцируемая функция указан- 
ных аргументов. 

Мы дали доказательство теоремы только для случая, когда новые пе- 
ременные определяются первым нз указанных способов. Но совершенно 
так же доказывается теорема и во всех остальных случаях и нет нужды 
повторять еще раз те же самые выклалки н рассуждения. Теорема 
Якоби можег быть сформулирована еще другим, весьма изящным обра- 
зом. Действнтельно, рассмотрим фуикцню 4, соответствующую, напри- 
мер, случаю 1), и образуем ее полный диференциал 4 ф. Мы полу- 
чаем 


д 9 9 9 
тя Ч, + о ЧН. -- + -э4- 4% + вы Ч + 


ду ду 
ЧР. ЕНАРезс аз 09 


С помощью уравнений, связывающих старые и новые переменные, 
мы можем представить ау в следующем виде: 


@ф = р, 9, | р» 04» 2 ...-Н Рь@4ь — 7, 8 — 104 —...— в, 


а это показывает, что выражение 


Е: Е 
Ур У (29) 


есть полный диференцнал от некоторой функции 2К переменных 
Эро ОЕр обе Яо Зло бдо оз Яве 

Аналогичный результат получается также прн рассмотрении осталь- 

ных трех случаев преобразовання, вследствие чего теорема Якобн может 
быть сформулирована следующнм общим образом: 

Канонические уравления не изменяют своего вида при 

всех преобразованнях завиенмых переменных, при которых 

одно из четырех написанных ниже выражений есть полный 


диференциал: 
Е а в Е 
Ур Ува, У р + Уи, 
7—1 нет 1 ет 
[3 = Ё =. 
ю фар— у, У фар + о Чё; - 
И 9=1 9=1 981 


Последняя формулировка теоремы Якоби прнналлежит Пуанкаре н 
позволяет без всякого труда устанавливать, являются ли новые перемен- 
ные, вводимые каким бы то ни было образом, также каноническимн 
переменными. 

8 49. Уравнение Гамнльтона-Якоби. Задача об интегрировании ка- 
нонической системы диференциальных уравнений 


99; ЭН ар; ЭН 


@ бр’ Ш 94; 


@—я..- М (80) 


12 дубошин 
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(где Н есть некоторая заданная функция от 1, 4, 4, ..-, бь Р: 
ре, -- Рь) находится в замечательной связи с иптегрированием одного 
диференциального уравнения © частными произволными первого по 
рядка. 

Действнтельно, составим следующее уравненне: 


ду ду ду ду 

я +Н(ь Чт, 42, --- Ч; 2.’ ба’ `° а) = 6, (31 
которое определяет неизвестную функцию У как функцию К - 1 пе 
ременных Ё, (1, 42, ..., @ь н является нелинейным диференциальным 


уравненнем с частнымн пронзводными первого порядка. 
Допустим, что мы нашли некоторую функцию У 


У=У(Е, 4, 9, ---, Ф; 4, а, > @), (32) 


содержащую, кроме независимых переменных фи бь еще К пронзвольны 
постоянных @,, @2, ..., @, и удовлетворяющую уравненню (31} при 
любых значениях этих постоянных. Всякую функцию У такого рола 
мы будем называть полным интегралом уравнения (31) 1). Найдя 
какой-либо из полных интегралов уравнения (31), мы получим общее 
решенне канонической снстемы уже без всяких интегрирований при по- 
мощи следующей теоремы, носящей названне теоремы Гамильтона- 


Якоби: 
Еслн У(Е, 4, 4, ---, бк; 0, 9%, ..., и) есть какой-ни- 
будь полный интеграл уравнения | 
ду м а ду 
ПО Ве в.) =0 ‚| 
. 


то общее решение канонической системы 


9 _ ЭН р; Эн 
ЯР = ар; 9% (12. 
определяется следующими уравнениями: 
ОУ а Е | 
|; — 1) ОА = 9 | 
| ду ЗУ ] 
= = = 34 
(33) { да В, 94. Ра, } ( ) 
Г о И те | 
| ду ду 
| В», а р», 
где В, В, ‚ В» суть Ё новых произвольных постояниых. | 


1) Строго говоря, функция У, определенная указанным образом, не яв- 
ляется в точности полным интегралом уравнення (31), так как полный инте- 
грал уравнения с частнымн пронзводнымн первого порядка должен содержать 
столько же произвольных постоянных, сколько иместся независимых перемен-_ 
ных, т. е. + 1. Но так как сама функция У в уравненне (31) не входит, то 
функция (32) отличается от полного интеграла только на аддитивную лостоян- 
ную, которая не нграет роли в рассматриваемом вопросе. 
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Для доказательства этой теоремы достаточно показать, что вели- 
определяемые как функцин времени и 2К произвольных 
постоянных из уравнений (33) и (34) в виле 


4;, №, 


зины 


ф= 6 (1; 41, 4%, бы; Ва, В», .. ) 
а ЕН 


р;= р; а, а, 


„ №, 


действительно, удовлетворяют уравиениям (30), каковы бы ни были чис- 
ленные зиачения постоянных а;и ру. 


То же самое можно установнть и другим способом, 


не требующим 


разрешения уравнений (33) и (34) относительно велнчин 4;, рр. Дей- 
ствигельно, еслн мы продиференцируем уравнения (33) и (34) полным 
образом по Ь ирелполагая, что 4, ру, входящие в этн уравнения, суть 
функции временн, уловлетворяющне уравпениям (30), и получим в ре- 
зультате этих диференцирований тождества, то это будет значнть, что 
уравнения (33) и (34) суть интегралы системы (30), а поэтому опре- 
челеиные из уравнений (33} и (34) функции (35) заведомо будут удо- 
влетворять системе (30). 
Диференцируя теперь уравнения (33) и (34) по Ё полным образом, 
считая 4; и р; функцнями от Ь, мы получим следующие соотношения: 


92 У а ду а4 ‚2 94, 0 } 
ди, 0 " 00,04, Г да,04, @ '``` да, ду, о] 
ду 92у а4 д92у 4. 92 а4 
; : +... =0, 
да, 0 06,09, Ш 94,09. @ да.д4, @ 
| (36) 
9?у 0°У 99, ду 49, 92 94 я 
да, 0 Г 04,04, 1 да,04. Че да,04, а `` 
9=у ду а ау @9. ду а, ЧР \ 
9001 Г 0494» 1 "Г 94.04. 1 ЯР = 9.04, &@ Ш у 
д2У 9 а У 19. 92 4, р. 
94,01 ' 99.00 94.00 Язь 94-04, ар 
(37) 
ду ау 4 бу 6 у @ | 
94,01 94,04: & + а, 942 а! 99,04, [1 } 


Соотношения (36) и (37) осгаются справедливымн, каковы бы ни были 
Функции бу и р;, вхолящие в уравнеиия (34) и (35). Если мы предпо- 


ЛпОжим теперь, 


что 4; и р; суть именно те функции, 


которые уловле- 


Творяют уравнениям {30), то в уравнения (36) и (37) мы можем под- 


Ставить вместо 


12% 


9;  4р; 
р Е 
ай 


их выражения из уравнений (30). Произведя 
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эту подстановку, мы немедленио убедимся, что уравнения (36) и (37 

превращаются в тождества; это и показывает, что уравнення (33) и (34), 

действительно, являются ннтегралами системы (30). В самом деле, под- 
Эн 


09; 
ставив сначала в соотношення (36) вместо г. нх выражения 5 
3 

уравнений (30), мы получаем 
9у д3у ан ПИ Е 9*у дн 


т ), 
да, 9 + да,04. Эр. яя да, 94, др. тп да, Эры ` 


9?У ду Эн 92у ЭН я д2у ЭН 
да. 01 + 90.0%, Эр ра да. 04. др» г 11 дада и 


(38) 


ду 92У дн .9*У НИ у вн 
да, 01 94,04: др, ' 00,04. др. "``` 1 04,04, др» — 


НЕ ЕЕ. 


Легко убедиться в том, что равенства (38) суть тождества. Дей 
ствительно, подставляя функцию У (В, 41, 42, --., дз; а,, аь, ..., ав) 
в уравнение (31), мы получим, очевидно, тождество, так как У есть 
интеграл этого уравнения. 

Диференцируя полученное тождество по любой из входящих в него 
величнн, мы опять, конечно, получаем тождество. Но диференцируя (31) 


по а; (]=1, 2, ... К), мы получаем следующие тождества: 
9°у ЭН ду Эн 9?у 
90а, г (,.) Ев. “Р (==) 94. да, чого яр 
И 3 9 — = 
94 } 94» 
ЭН ду 
г (2% эре, | 
9 | 


которые в силу уравнений (34) полностью совпадают с равенства- 
ми (38), также, следовательно, являющимися тождествами, что и иужно 
было показать. 


а; ар 
Подставнв теперь значения т И из уравнений (30) в равен- 


| 
° 


ства (37), мы можем написать эти равенства в виде 


9у 9'у дн 92у ЭН ду дн, дн и 

9491 1 94,04, др, | да, да, др. `` 1 24,94, ОРь ° 04, ы | 
2 п С Ш 92у ЭН 9'у дн Эн 

ЭоеоЕ | дао, Фр, | Э4ьодь Эр + ^^^ Обь Эрь 84 — ©, | 
г. 

} 


а ПБ ВИ 
94,01" 04,00; др, "04,94. др» Г ```Т дд, бр "04, 
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Точно так же как и выше, мы убедимся в том, что эти равенства 
суть тождества. Действительно, диференцируя уравиеиие (31) п @ 


{= 1, 2, кача К), мы получим следующие тождества: 
ау ‚ЭН 9Н ау Эн азу 
0194; т в, + (У Эа № 2) 29:04, Г „+ 
\д } 94»/ 
ан 
т 52") 24» 99; 2 
8(.—} з 
94) 


которые в силу уравиений {34) полностыю совпадают с равенствами (39). 
Поэтому равеиства (39) также суть тождества и теорема доказана в 
полном объеме. 

В силу доказаииой нами теоремы нахождение общего решения си- 
стемы канонических уравиений сводится к разысканню какого-нибудь 
полного интеграла уравнения Гамильтона-Якоби. Не следует думать, 
однако, что последняя задача проще первой. Обе задачи обладают оди- 
наковой степенью трудности и поэтому теорема Гамильтоиа-Якоби ока- 
зываегся ценной главыым образом в теоретических изысканиях при ис- 
следованиях свойств интегралов канонической системы. 

Если характеристическая функция БЫ системы (30) не зависит явво 
от времени, то уравнение Гамильтоиа-Якоби несколько упрощается. 
Действигельио, предполагая, что указаиный случай имеет место, напи- 
шем уравнеиие Гамильтона-Якоби в виде 


ву ау ду ду 
Э-ЕН(%, 4, --- 5, 5) =0 (40) 


и введем вместо У новую неизвестиую функцию И, полагая 
у=— ШИ, (41) 


где й- произвольная постоянная и И зависит только от {,, @», ---› Ч - 
Очевидно, мы имеем 


ду ду 9и/ : 
Е —й, 4; — 00; ЕЕ № 5-1} 
и уравнение (40} принимает внд 
‚ди ви аи’ 
о а > А (42) 


Эчо уравнение проще уравнения (40), так как в него не входит Ь 
‚ следовательно, независимых переменных на одно меныше. Найдя 
какой-нибудь интеграл этого уравнения, зависящий 01 Е —1 произ- 
вольных постоянных, мы получим по формуле (42) полный ннтеграя 
Уравнения (40), так как последней недостающей постоянвой будет Й. 
Интеграл уравнения (42) напишется в виде 


У =\/ (4, Вы 508 Ио бр ов-в 0) - 
Следовательно, полный интеграл уравнепия (40) представится в виде 
У=— ШИ (4, 4, --3 3, 4, а, ---, @%). 


и 
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Применяя теперь теорему Гамильтона-Якоби, мы получим общий и 
теграл канонической системы для случая, когда Н ие зависит от в 
мени, в следующем виде: 


9% _ 9 __ } 
эв = +В, ба, == Ра, | 
ди _ ди’ 
| да. = В», 4; == Ра» 
А д\/ ди’ 
(2 ре ау 
{43) | ба. В, Эд» == Ра» | (44) 
и А 9/ р | 
у аз а: Я № > 
/ { в Чь | 
где В, г Па. Зе Вь суть Е новых пронзвольных постоянных. 


$ 50. Случаи интегрируемости уравнения Гамильтоиа-Якоби, 
Уравнение Гамильтона-Якоби представляет собой нелинейное диферен 
циальное уравнение с частными производными первого порядка и поэтом: 
нахождение его полного интеграла, вообще говоря, сопряжено с боль 
шныи затруднениями. Существуют, однако, некоторые случаи, в кото: 
рых интегрирование может быть доведено до конца с помощью ква 
дратур. Мы рассмотрим здесь два, наиболее важных для нас случая, а 
именно случай интегрируемости Лиувилля и случай интегрируемост 
Штеккеля. 

а) Случай интегрируемости Лиувилля. Пусть живая сила Г 
есть однородная функция второй степени относительно обобщенных 
скоростей следующего вида: 


Т= ЗА, (4) А+. РАЯ, = @ 


ся 


1де 


р 
а 
ее > В; (9), = (16) 
ПЕЙ 
и пусть силовая функция (/ зависит только от обобщенных координат 
и определяется формулой 


[а 
и-4 Уи. (9 


Тогла уравнение Гамнльтона-Якоби интегрнруется в квадратура 
Для доказательства этой теоремы составим прежде всего выражени 
для характеристической функции Н. Так как живая сила Г содержа 


только члены с квадратами величин $, то ТТ и мы имеем 


в в 
НЕТУ 48-5 У и. 


Е 1-1 
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Теперь выразим Ти Ц в функции канонических перемениых. Мы 
получаем 


от и. 
р бт =640)% Ч=Ь2,..- 1), 
94; 
ввиду чего находим 
и 
аз 
р 2 . г А; (9) 
и 
а ен Р 
= | а. 4] (48) 
3 


Так как характеристическая функция не содержит явно Ь то урав- 
иение Гамичьтона-Якобн может быть написано в виде 


- Ё 
р № [ А т - 0: @) =, 


= ы 


или в силу выражения для ф следующим образом: 


[а ь. Е 
У 5.9 [ у 2] в 2 В; (9). (49) 


Остается найти интеграл этого уравнения, зависящий, не считая Й, 
еше от Е— 1 произвольных постоянных. Перенося в уравнении (49) 
ь 


член й У В;(;) в левую часть и написав уравнение в виде 
1—1 


ты 


=! 
ее 


1 би/\2 
(м а 2] =о 
: [ ЗА; (@) (=, , (43) 5 (4:) , 
мы замечаем, что левая его часть является суммой Ё слагаемых, каждое 
из которых зависит только от одной переменной 4;. Очевидно, что мы 
Удовлетворим этому уравнению, приравнивая каждое слагаемое в от- 
дельности произвольной постоянной, т. е. полагая 


1 9И/\2 ь 
зд р (м) — 5 "Вид =а (=Ь2,...Ю, (60 


при усчовии, что 


Уравнения (50) представляют собой К независимых обыкновенных 
диференциальных уравнений первого порядка, интегрирующихся в ква- 
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дратурах. Действительио, разрешая эти уравиения относительно произ- 
водных, мы получаем 


9 =И2А; (0) [0;@) + ЕВ) 6] (1=1,2,..., №) 


откуда находим 


. 
и = УзА ИВ Е од 4 (2, ... В. (5) 


Произвольных постоянных к интегралам прибавлять нет необходи- . 
мости, так как мы уже ввели достаточное количество постоянных. Ис. 
комый интеграл уравнения (49) мы получнмы теперь, суммируя выраже-_ 
ния (51) для всех значений Тот 1 ло К. Поэтому указанный интеграл 
напишется в следующем виде: 


в 
и У У2А О АВК] 49 (2) 


= 


Нетрулно проверить путем подстановки, что функция У/, опреде- 
ляемая формулой (52), действительно, удовлетворяет уравнению (49), _ 
каковы бы ни были численные значения постоянных й и а;, при усло- 
вии, что о, Ра +...-+ ов=0. Таким образом У содержит Ё неза- 
висимых произвольных постоянных н поэтому является полным инте- 
гралом уравнения (49). Получив И, мы найдем общий интеграл 
соответствующей канонической системы по формулам (43) и (44) 
предыдущего параграфа. . 

Ь) Случай интегрируемости Штеккеля. Пусть даны 


К(А-1) функций, каждая из которых зависит только от одной пере- 
менной, а нменно: 


К? функций 910) „$  (=1,2,..,К) 


К функций (4;) 12 
Функцин (Ц; могут быть заданы совершенно произвольно. Фуик- 


ции фи мы подчиним единственному условню, а именио потребуем, 
чтобы детерминант К-го порядка, составленный из этих функций, 


Фи (4), 9 (4-), ...) Ф (4) 
а — 69 
$1 (@:), Фак (>), -.-, Фкь (@ь) 


не равнялся тождественно нулю. Во всем остальном функции 9я также 
совершенно произвольны. 
Положим 


Эл : 5 
и Я) 69 


Очевндно, при заланных функциях Фи величины А; также будут 
известными функциями от 41, 4, --., 4ь. 
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Тогла, если живая сила Г и снловая функция О могут быть пред- 
ставяены в виде 


(55) 


(56) 


уравнеиие Гамильтона-Якоби интегрируется в квадратурах, каковы бы 
ни были фуикции О; и фи. Действительно, уравнение Гамильтона- 
Якоби папишется в данном случае следующим образом: 


в В 
> Я о (57) 


Чтобы привестн это уравнение к квадратурам, выведем сначала одно 
вспомогательное, впрочем, очень простое соотношение. Для этого раз- 
ложим детерминант Л по элементам первой строкн. Применяя известную 
теорему из теории детерминантов, мы можем написать 


9л 9д 9л 
Д=9а @,) брт + 91 @>) бе +... 9м (@) бр ^ 


Деля обе части этого равенства на Л и имея в виду формулы (54). 
мы получим следующее соотношение: 


[2 
УнфА-ь (58) 

= 
Рассматривая теперь правую-часть уравнения (57) как 21-1 и за- 
меняя елиннцу по формуле (58), мы напишем уравнение (57) в слелую- 


щем виде; 
Е 
Ул ( шт == эт] =@ (59) 


Мы удовлетворим этому уравнению, полагая 


в 
9/2 У : 
ы = ; ат, я Ви о 
(,} 20+ Аб > ав (=12,....Ю, (60) 
гле а», в, ..., ик суть произвольные постоянные. Действительно, под- 


ставляя в уравненне (59) вместо их выражения (60), мы получнм 
й 


В в ® 
ы А; К — 21 = Уз А; юз афи = 
= 


151 12 
В ® 


= У а У Ар У @бь 


9=2 3=1 4 =^2. 
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тде положено 


Е 
В = У Ая». @—> 3... 0 
= 


Покажем теперь, что все ДО; тождественно равны нулю. Подставляя 
в выражение для ПО; вместо величин А; их выражения (54), мы нахо- 
ИМ 


ь 
1\ од 3 . 
а 1=2,3,.. . 
я ( 3, ‚ К) 


в 
н < дл 7 . + :н 
о сумма бр, представляет сумму произведений элементов 1-й 
- 3 
9=1 
строки детерминанта Л на миноры первой строки этого же детерми- 
нанта. Так как? =2,3,..., К, то по известному свойству заключаем, 
что каждая такая сумма, а следовательно, и Г); тождественно равны 
и 0’ 
нулю, а это и показывает, что Боопведеленные равенствами (60), дей- 
и 
ствительно, удовлетворяют уравнению (59). Но каждое из урав- 
нений (60) содержит только одну переменную. Поэтому, так же как и 
в случае Лиувилля, заключаем, что полный интеграл уравнения Гамиль- 
тона-Якоби определится формулой 


Е Е 
М = а Г У => (12-28 дл (ФФ Уч (а) а4.. (61) 
= 


Легко проверить в самом деле, что функция \/, определяемая фор- 
мулой (61), удовлетворяет уравнению (57), каковы бы ни были числен- 
ные значения К произвольных постоянных й, а, @,..., @р, а поэтому 
является полным интегралом этого уравнения. 

$ 51. Метод вариации произвольных постояииых. В предылущих 
параграфах мы подробно рассмотрели уравнение Гамильтона-Якоби и 
показали, как находится общий интеграл канонической системы, если 
известен полный интеграл этого уравнения. Однако в болыпинстве 
случаев этот мегол оказывается неприменимым ввиду того, что в дина- 
мических задачах и, в частности, в задачах небесной механики, урав- 
нение Гамильтона-Якобн большей частью не принадлежит к интегрируе- 
мому тину. Но теория уравнения Гамильтона-Якоби имеет большое тео- 
ретическое значение, так как на ней основывается одии из важнейших 
методов небесной механики, являющийся фундаментом лля всех прак- 
тических приложений, а именно метод вариации произвольных постоян- 
вых. 

Мы уже рассматривали этот метод в главе о возмушенном лвижении, 
где мы вывели диференциальные уравнения для оскупирующих элемен- 
тов. Здесь мы получим аналогичные уравнения, но лля более узкого 
класса движений — для пвижениЯ, которые могут быть определены си- 
стемой канонических уравнений. 
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Итак, пусть изучаемое нами движение таково, что его дифереициаль- 
ные уравнения могут быть приведены к каноническому вилу 


в. 9 

в — др, 

р; - Эн . (62) 
= (=ь2, ..., А, 


тде характеристическая функция Н завнсит некоторым известным обра- 
зом от времени и 2Ё переменных 45 ру. 
Разложим Н произвольным образом на две части, полагая 


Н=НВ+Н,, (63) 


и рассмотрим каноннческую систему, аналогичную системе (62), но с 
характеристической функций Нь: 


44; ЭН 

т 0’ 

ЧР; В `) 
а ^^ 08; ({=1,2,..., К). 


Функцию Бу всегда можно выбрать таким образом, чтобы соответ- 
ствующее системе (64) уравнение Гимильтона-Якоби 
ду ду ду ду 
бе +Но(Ь 4» 45.--› №3 о, бд? в) =0 
можно было проинтегрировать. Найдя полный интеграл У уравнения 
(65), мы можем написать общий ннтеграл системы (64) в виде 24 урав- 
нений 


(65) 


ду ду 


94; р» ди; 


в (=Ъ2,...,), (66) 


решая которые относительно 4; и ру», мы получим функции, удовлетво- 
рлющие уравнениям (64) прн всех значениях постоянных а; и В. Но 
эти функции, очевидно, не будут удовлетворять первоначальной системе 
{62). Пусть решение системы (64) представится в виде 


Ф= 4: (, а, а, -.., @ь Вь Вы... в»), | 
р = р (Ь а, а,, ..., Ч, Вы, Вь, ..., В). ] 


Следуя методу вариации произвольных постоянных, мы будем пред- 
ставлять этими же формулами и решение системы (62), но величины а; 
и В; будут тогда уже не постоянными числами, а некоторыми неизвест- 
ными функциями от Ь которые нужно определить. 

Диференциальные уравнения лля этих новых неизвестных получа- 
ются весьма просто. Действительно, так как функция У, удовлетворяю- 
щая уравнению (65), известна, то мы можем принять ее за функцию 
преобразования и ввести вмесго переменных 4; Р, в уравнения (62) 
новые переменные а;, В при помощи формул преобразования (66). Но 
уравнения (66} имеют гакой же внл, как и формулы преобразования 
(25), вывелеиные в $ 48. Поэтому уравнения, определяющие а, В,, 


(67) 
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могут быть написаны на основании теоремы Шарлье в следующем 
виде: 


в. 0 
а бр” 
ав, 3 ь (68) 
те, =1,2,...,К), 
где новая характеристическая функция определяется формулой 
бу 
К=Н+ р. (69) 
Но У есть интеграл уравнения (65). Следовательно, 
ду 
Е Нь | 
и мы получаем 
К=Н- Но = Но Н, - -Н=Н!- 
В силу этого система (68) может быть написана в виде | 
44; р ЭН, 
ты ор; * 
И (70) _ 
Ш 9 Ч=1,..., К, | 


где Н, должно быть, конечно, выражено в функции новых переменных 
ири помощи формул (67). 

Допустим, что система (70} может быть проинтегрирована. Тогла 
мы получим для 0; и В; выражения вида 


ор оо, 0... 0, Й, В...) ‚ 
о ее ЗИ. 


где а, аз,..., а, В1, В», --., Вк суть произвольные постоянные. Зная 
ау и р; мы найдем функции 4, р; по формулам (67) и интегрирование 
системы (62) будет закончено. 

Мы указали, что функцию Но всегда можно выбрать так, чтобы 
уравнение (65) могло быть проинтегрировано. Однако уравнения (70) 
вообще не могуть быть проинтегрированы со всей строгостью, и мы 
обыкновенно бываем вынуждены применять тот или иной из приближен- 
ных методов, 

Может возникнуть вопрос, —— для чего тогда производить указан- 
ное преобразование и не проще ли интегрировать приближеино перво- 
начальную систему (62)? Это, конечно, зависит от характера исследуе- 
мой проблемы. В задачах небесной механики часто бывает возможно 
разложить характеристнческую функцию Н таким образом, чтобы во- 
первых, уравнение (65} без труда интегрировалось в квадратурах, а во- 
вторых, чтобы добавочная фупкция Н, была весьма мала по сравне- 

0; а 
нию с основной частью Ну. Тогда величины Е и ЕО будут также ма- 
лыми величинами н, следовательно, а; и В; будут изменяться чрезвы- 
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найно медленно. Уравнения (67) определят тогла первое приближение 
нашей задачи, которое булет тем более близким к действительности, 
чем медленнее изменяются @; и В;. Чтобы получить более точное реше- 
ние, пригодное для практических целей, часто бывает достаточно найти 
малые поправки к зеличинам а; и В» что и может быть сделано при- 
ближенным интегрированием уравнений (70), например, тем общим мето- 
дом, который был рассмотрен в $ 43. В следующих главах мы будем 
широко пользоваться этим метолом, который, можно сказать, состав- 
ляет основание всей классической небесной механики. 

Заметим еще, что постоянные @ и В» входящие в первое прибли- 
жеиме, называются обыкновенно каноническими постоянными, а лви- 
жение, определяемое формулами первого прнближения, называется 
часто промежуточным движением. Смысл этого названия настолько 
очевиден, что никаких дальнейших пояснений он не требует. 

Так как промежуточное движение полностью определяется функцией 
Н., которая, как быпо указано, может быть выбрана совершенно про- 
извольно, то промежуточное движение также может быть выбрано со- 
вершенио произвольно. Важнейшей задачей небесной механики является 
поэтому нанболее целесообразный выбор первого приближения в том 
смысле, чтобы промежуточное движение мало отличалось от движения 
действительного, по крайней мере, в течение некоторого определен- 
ного промежутка времени. С другой стороны, промежуточное движение 
лолжно быть легко определимо, т. е. координагы и компоненты ско- 
рости в промежуточном движении должны вычисляться без особых за- 
чрулнений и при помощи достаточно простых формул. Одним из наи- 
более часто применяющихся видов промежуточного ‘движения является 
невозмущенное кеплеровское движение. 

Однако во многих астрономических задачах невозмущенное движе- 
ние оказывается недостаточным приближением, и астрономы и матема- 
тики потратили много труда на изыскание других, более уловлетвори- 
тельных приближений. В нашем курсе мы не можем останавливаться на 
этих работах и будем рассматривать только один основной тип проме- 
жуточного движения, т. е. движение невозмущенное. 

Наша задача будет заключаться поэтому в определении параметров, 
характеризующих невозмущенное движение. По существу мы будем рас- 
сматривать ту же задачу, которой занимались и в главе седьмой. Раз- 
личие будет заключаться только в выборе параметров. В главе седьмой 
мы пользовались оскулирующими элементами, имеющими простой гео- 
метрический смысл. Здесь мы будем стараться выбирать параметры та- 
ким образом, чтобы диференциальные уравнения всегла сохраняли кано- 
ническую форму, т. е. будем пользоваться исключительно канониче- 
©кими постоянными. 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ОСНОВНОЙ ЗАДАЧИ 
НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ 


8 52. Диференциальиые уравиеиия осиовной задачи иебесиой 
мехаиики. В этой и последующей главе мы будем рассматривать ос- 
новные классические методы исследования оснолной задачи небесной 
механики, т. е. задачи о движении некоторого числа материаль- 
ных точек, взаимно притягивающихся олиа к другой по закону все- 
мирного тяготения Ныютона и представляющих Солнце и большие пла- 
неты солнечной системы (или системы больших планет с нх спутниками). 
В первых главах нашего курса мы рассматривали лиференциальные урав- 
нения этой задачи в различных переменных, не делая при этом никаких 
прелположений о числе планет. Фактически мы должны принять число 
точек системы равным десяти, рассматривая систему, состояжую из 
Солнца и девяти больших планет. Однако с принципиальной стороны со- 
вершеино безразлично, сколько входит планет в интересующую нас си- 
стему, и методы, которые мы будем рассматривать, одинаково приложимы 
и к системе с тремя планетами и к системе с любым числом планет. 

Имея желание сократить и по возможности упростить выкладки, не- 
избежно связанные с классическими методами небесной механики, мы 
булем рассматривать во всем последующем изложении систему, состоя- 
щую только из трех материальных точек, под одной из которых мы 
будем подразумевать Солнце, а под другими две какие-нибудь планеты 
солнечной системы. 

Подчеркнем еще раз, что, ограничивая число планет двумя, мы ни- 
„сколько не уменышаем принципиальных затруднений в решении задачи. 
Упрощаются только некоторые выкладки, что и позволяет более ясно 
представить себе весь основной механизм классической методики и об- 
легчает понимание сущности дела. 

Итак, рассмотрим три тела, точнее говоря, — три материальные точки 
А, В, С, массы которых будем обозначать соответственно через Иа, 
ть Те. Мы всегда будем считать, что масса т, весьма велика по срав- 
нению с массамн » и Ть, т. е что точка С изображает Солнце. 
А и В суть какие-нибудь лве планеты солнечной системы (например, 
Юпитер и Сатурн). Пусть С — центр тяжести тел С и В (черт. 12). 
Вообразим две прямоугольные системы лекартовых координат с неиз- 
менными иаправлениями осени с началом в точках С и С. При этом 
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соответствующие оси двух систем будем считать параллельными и оли- 
наково направлеииыми. Обозиачим через 4:, 4», 4» координаты тела В 
относительно системы коорлинат с иача- В 

зом в точке С и через 4, 45 4 —— ко- 
орлниаты тела А отиосительно системы 
координат с началом в точке С. Тогда 
диференциальные уравиения относитель- 
вого движения тел В и А напишутся в 


следующем виде (см. $ 20): |2 - д 
Черт. 12. 
4, _д0 44: - 90 44: _д0 
ав оу? ав. ав бо а 
429. _ 99 449, _ 04 2% _ 00 


Рае 94; * Ната — да › Мо а да. 
гле 
тут то (ть т, 
С 5 а ( ь г) (2) 
тт т, ть п 


ЯНЬ 


Лтыт, , тето , оть 


Па (3) 


с са ав 


и 


Выразим прежде всего расстояиия Хьс, Гоа И Тоь В функции коорли- 
нат 4» @ь 9» 94 4, 4в- Мы получаем 


То п] @) 
Па = @ + 6 9. 
Далее из треугольиика АВС иаходим 
Ра == 78а -- 1. - тоа Гос 605 Ф, = 
ть = а -- ь — Ко Г С08 $, 


гле через ф обозначен угол АСВ. Так как ф есть угол между прямыми 
АС и ВС и так как оси системы с началом в С соответствеиио парал- 
лельны осям системы с началом в С, то мы можем написать 


91 4 2 4$ 93 4 
с9$ - 6}. 
Г Те Га =: Ге Гоа Те Та (6) 


Затем свойство центра тяжести дает нам пропорцию 


ть _ 
=. з 
Те ть 


те 


ть (© 
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С помощыо формул (4), (6) и (7} мы получим из уравнений (5) 
и Гав, и выражеиия для всех трех взаимных расстояний напишутся в 
слелующем виде: 


т =, 


. И 
(ту ==] ВОИН ат 
я та (9:44 Е 9:45 Е 89%) ® . 
п. 
ыы [и] инета тает — | 
2ть | 
— т, ль Фа + 945+ 9546. | 
Мы выбрали для определения положений тел А и В координаты 
Якобн вследствие того, что уравнеиия (1), их определяющие, легко при- 
волятся к каноническому виду. Действительно, живая сила системы Г 
в координатах Якоби определяется формулой . 
1 р т Е Е 
т [№ @+8+®9+@+9+8 |. 
Полагая 
р Г (1,2, 3, 4,5, 6}, 
04: 


мы получим систему канонических переменных: | 
9» 9 95» Че 45» Чо 
(10) 


Ра» Р» РБ» Ра В Ре 
причем, очевидно, 


—149, Рь=ь 9», Ръ== №ь9з; Ра= Нод 
Рв = На» Ре == Моде 
Так как живая сила ТГ содержит только квалраты величин 4, 10, 


лолагая 
Н=т— 0, 
мы можем написать уравнения (1} в следующем виде: 
49; ЭН 
ах 
ЧР, он Е (о 
И Е О. бо 


Система (11) представляет канбническую систему диференциальных 
уравнений залачи о трех телах. Характеристическая функция Н системы 
(11) он я 

= +++ + ++ — 
Ттте пота тот 


(12) | 
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Опрелелив величииы 0; и р: как фуикции времени, удовлетворяю» 
щие уравнениям (11), мы этим самым определим положения тел Ви А 
огносительно соответственио точек Си С и скорости этих тел. После 
этого уже нетрудно будет определить положения всех трех тел в сис- 
теме координат, начало которой помещается в общем центре тяжести 
масс Ши» Ть, Те, и осн которых соответственио параллельны осям ко- 
ординат, рассматриваемых в настоящем параграфе. Обозначая коорди- 
наты точек А, В, С в указанной системе координат через Ха, Уа, Ра; 
хь, Ув, 2ь, Хе, Ус, 2. мы получим для этих величин с помощью формул 
(34), выведенпых в $ 21, слелующие выражения — 


для коорлииат Солица: 


ть Та 
ХЕ = 1 94, 
те ть то ть ть 
т т 
ь с. 
У п, ть? т + ть Та 4», (13) 
т т 
2 а 
2с тт бы ттт Чь, 
ил 9 с 1, а, 
для коорлинат плаиет: 
т т 
9 '@ 
да 


ар те ть Ф ть + ть -- то 


т ть 
5 — по ть 9 т, и 2 т, 4, 


Е т ть 
В о ть 4 то + ть + ть Ч, 


(4 
пь-+ ть 
то ЕтЬ ть Ч, 


т, ть 
= те ту 3 те 


Ха == 


95 


яв т ть Е 
Е. 
те--ть- ть 


| 


Точио так же нетрудно опрелелить положения тел А и В отиоси- 
тельно тела С. Действнтельно, обозиачая координаты Ан В в системе 
координат с началом в точке С и с осями, параллельными осям только 


что рассмотреиной системы, соответственно через Ха, Уа» 2аи Хь Уь, 
2, мы имеем 
Е о ПЬеаЕЕИЫ ое 


Ха = Ха Хе, Уа == Ув — Ус 2а == 2а ——@с- 
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у 
Подставляя сюда вместо Ха, Хь, Хс.,... их выражения из формул 
(13) и (4), мы получим без трула 
РЕ. РЯ р } 
Х=949, У№=9» 2= 4, 
— Ть т — т 
Зо: == 
а тр ть 1 Г 9» Ум Е, 4» + 95, ) 5) 
— т 
Е 
“тт, 93 + 9% 
й 
Таким образом нашей основной задачей является определение вели- 
чин фи р; из канонической системы уравнений (11). Мы уже неодно- 
кратно указывали иа то, чго уравнения, определяющие движение си- 
стемы, состоящей более, чем из двух точек, не могут быть проинтег Г 


рованы при современном состоянии анализа. Поэтому мы выпуждены, 
стать на путь последовательиых приближений, общая схема которого 
будет рассмотрена в следующем параграфе. 

8 53. Общий план интегрирования диференциальных уравненнй 
основной Задачн. Лля интегрирования системы (11) представим ха- 
рактеристическую функцию Я в виде 

т 


Н= Но Е Нь, (16) 

полагая 
1 ы Я э д Птыт, рот, 
о, Е ВЫ, Я о 


9а 


о 
м а (8) 


и рассмотрим промежуточное движение, определяемое характеристиче- 
ской фуикцией Но. Это движение определится уравнениями 


(19) 
1%... 0 


которые могут быть полиостью проинтегрированы. 

Действичельно, функция Ну может быть представлена в виде суммы 
двух слагаемых Нь и Но, из которых первое зависит только от коорли- 
нат тела В и второе—только от коордннат тела А, а поэтому система (19) 
распадается на лве отдельные системы, которые интегрируются неза- 
висимо одна от другой. Положим в самом деле 


Но=НЬ ЕНь (20) 
где . 


1 тт 
Е ар, 1 + 7 в и. 


| 
2 


1 г Е поте 
Нор Р-Р) ЕЕ. 


И 
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Тогда система (19) представится в виде двух отдельных систем: 


4. оНь 9, эНь 993 онь 

Ч По др. * а орз › 

рн ВАЬ ть вн, р вн, (22) 
п бо т Од» * а! дз ' 

49а ЭН. 4 _ ОН ЭНо 

Е др ? Е 9рз ь ЕВ др * (23) 
бр: ый ЭНо Чрь ЭНо Ч ре а ЭН 

а Ее По Эр * 


Система (22) определяет промежуточное двнжение тела В, а си- 
стема (23)- промежуточное движение тела А. Нетрудно устаиовить 
мехаиическое значение этих уравиепий. Рассмотрим сначала систему (22). 
Так как р 

ЭН И ЭН 1 ОН 1 

а и“ 


то система (22) может быть написаиа в виле 


429, ЭНь в аНь , 42а ЭНь 
№ дв 5. № ав 54. № ав 9% 
или 
44 ртьте 424, Итьть 44 Рпьть 
№ =— я. о ще о Но пре = т. 9. 


Имея в вилу выражение (2) для мь, мы можем иаписать эти урав- 
нения еще в таком виде: 


9, _ ъфт) в, _  Тьто 
РТ, Не т в = 
493 апр +т) 
т о ще 
5с 


откула видио, что этн уравнения определяют относительное движение 
тела В под действием притяжения одного только тела С. Следовательно, 
система (22) определяет невозмущенное движение планеты В вокруг 
Солица и это движение может быть полностью определено, как мы это 
показали в главе четвертой. Точно так же уравнения (23} могут быть 
приведены к виду 


20. ть (т, тт.) ГА 
а т Ето т. ? 
20 ый фт, (то тт.) 65 
ар ть тс то - 
4 фт; (то т + то 4 
ав т, тс и $ 


13* 
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и эти уравнения можио рассматривать как уравнения иевозмущенног 
движения теза ДА, под действием притяжения фиктивиой массы, равио 
т, (т, т --т) 

тт. ы 
также легко могут быть проинтегрироваиы так, как это было показа, 
в Главе четвертой. 

Резюмируя, мы можем сказать, что промежуточное движение, опре- 
деляемое характеристической функцией Ну, состоит из кеплеровского 
движення точкн В вокруг точки С и кеплеровского движения точки 
вокруг точки Ц. 

Интегрироваиие уравнений (22) и (23) может быть произведено при 
помощи теоремы Гамильтона-Якоби, что мы проделаем в следующем 
параграфе. Так как функции Нь и На не зависят явно от времени, то 
уравиения Гамильтона-Якоби напишутся для систем (22) и (23) сле- 
дующнм образом: 


1 9/2 ВИ’, ла О, \2 рпъьт, 
С) +) +) И 
2ыь |\ 9491 94 \ 94 У еее 


по величине 


помещениой в точке С. Эти уравиеи 


п ОО, покое ГО топ, С 
2 [( Е ) + (5 ) +( Е) )] 7] э На. 
Ао, 42а 95 (3 У 2-0 
Митегрируя эги уравиения, мы получим их полные интегралы И и 
У! в виде 


У = И (Ьь, 4», 95 Ль Л», В), 
У = Ис (4ь, 05, 9 Па» Йь, Из), 


после чего промежуточное движение определится уравнениями 


а, аи’ } 
т Е ть в = рь 
а, ау, | 
Е 20% Е 8 | (25) 
ау, а, | 
Ой =», 94. Р» ) 
и 
а, } 
=Е-Н У два Ру | 
9/ 
- т. = 25 | (26) 
ау, 
= Обь == Ре. 


Величины Л, Й», Из, У» Уз, Уз суть канонические постоянные, опре- 
леляющне промежуточное движение тела В; и Йа, Пь, Пе, у, У» в 
канонические постояниые, определяющие промежуточное движение 
тела А. 


ОБЩИЙ ПЛАН ИНТЕГРНРОВАНИЯ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 197 


Злая Из и И нетрудно найти полный иитеграл У уравнения Га- 
мильтоиа-Якобн, соответствующего системе (19). Это уравиеиие напи- 
шется в виде 

ду 
Е + Но =0 (27) 
ити 


2 ен. ЕН =. 


Полагая 
У == ЛЕНИ, 
мы приведем предыдущее уравиение к вилу 2 
На Нь=й 
и удовнетворим ему функцией 
И = И У, 
полагая 
В Йа Йа. 
Тогла полный ингеграл уравнеиия (27) вапишется в виде 
У= — ФЕ Ис И (28) 


Рассмотрим теперь истинное движение, определяемое уравиениями 
(11), выведенными в $ 52. Следуя методу произвольных постояниых, 
рассмотренному нами в $ 51, мы можем определять истинное движение 
чел В и А теми же формулами (25) и (26), как н в промежуточном 
движении. Только величииы й; н 9% не будут уже постоянными, какими 
они были в промежуточном движенин, а будут функциями времеии, 
определяемыми системой канонических уравнений с характеристической 
функцией Н:. Эти уравнения напишутся следующим образом: 


и _ 2 
а дп; ’ 

я 
ай; 22 


О 


п = 


де Н, определяется формулой (18). Разумеется, На должна быть выра- 
жена в функции величин % и [: при помощи формул промежуточиого 
движения (25) и {26). 

Таким образом нитегрирование диференцнальных уравнений основиой 
задачи нпебесиой механики (для системы трех тел), т. е. уравнений (11), 
мы привели к равносильной задаче, а имеиио к иитегрированию уряа- 
внений (29), определяющих параметры промежуточного движения. 

Если было бы возможио полностью проинтегрировахь эти уравнения, 
то паша задача была бы решена, так как, зная величины Л, } как 
функции времеин, удовлетворяющие уравиениям (29), мы получили бы 
величины 4» рь, определяющие истиниое движение, из формул проме- 
жуточного движения (25) и (26). Но уравиения (29), к сожалеиню, не 
могут быть полностью проинтегрироваиы и поэтому, вообще говоря, 
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переходя от уравнений (11) к уравненням (29), мы перешли от ой 
весьма трудиой задачи к другой, столь же трудной, как и первая. 

Однако если задача, нами рассматриваемая, заключается в определении 

движений каких-нибуль двух планет солнечиой системы, то здесь Нас. 
выручает то обстоятельство, что массы вообще всех планет чрезвы- 
чайно малы по сравиеиию с массой Солниа. 

Рассмотрим подробиее, в чем заключается для нас выгода этого 
обстоятельства. Дия этого рассмотрим характеристическую фуикцию Ну 
системы (29) и покажем, что она есть малая величина второго порядка, 
если каждую из планетных масс Шо и ть считать малой величиной 
первого порядка. Действительно, мы имеем 


з 


Пот 7 т, Пот 
Н== и с - Е Е С | (30) 
да са ав 


Послелний член этого выражения содержит множителем величину Шоть, 
т. е. по условию есть малая величина второго порядка относигельно 
4 масс. Совокупность двух первых членов может быть написана в виде 


ИЛИ 


а! 
са — ба 
А, 
Та Гоа 
Номножая числитель и знаменатель послелнего выражения на сумму 


Тса - Гоа, Мы представим его в виде 
2 © 
са Та 


То 
Е 


Но из формул (8} мы получаем 
т 


2 2т 
Гоа — На бп, тот 7 - т, ет (19а + 9245 Я 43 45), 


вследствие чего выражение лля тЫ может быть написано в виде 


то 4148 9-45 | 930 1 
ть И ие [ То Е ть Та Теа (ра я са) Тоъ ] т 
т тс 


С с 
Тать 
че (т. ть да Гса бе)" 


откула видно, что Н, есть действительно малая велнчина второго по- 
рядка относительно масс Ши и тТЬ. 


Но если это так, то очевидно, что частиые производные 


ЭН, 
8, 


Эн; 


1 


также будут величниами второго порядка относительно масс, 
ав; @ 


вследствие чего вечичины - также будут малы по крайней 
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мере в течемие некоторого промежутка времени, откуда следует, что 
параметры промежуточного движения изменяются чрезвычайно медленио 

Поэтому если мы иайлем приближенные выражения для величин 
и |, то получим возможность определить другое промежуточное 
движение, более близкое к истинному, чем промежуточное движение, 
определенное формулами (25) и (26). Это второе промежуточное дви- 
жение булет тем ближе к истииному движению, чем с болышей точ- 
ностью определены 7 И Йа. Заметим тут же, что вообще невозможно 
получить промежуточиое лвижение, достаточно близкое к истииному для 
всех значений времени. Указанная близость будет существовать вообще 
только для зиачений времени, заключающихся в некотором ограниченном 
промежутке, после чего начиутся уже значительные расхождения. Впро- 
чем, дня практических приложений это оказывается болыцей частью 
вполне лостаточным, но делать какие-нибудь заключения о свойствах 
движения из такой приближениой геории, разумеется, невозможно. Для 
этого иеобходимо применевне более точиых методов 

$ 54. Интегрирование уравнений промежуточиого движения. 
Слелуя плану, установлениому в предыдущем параграфе, мы должны 
прежде всего проинтегрировать уравиения промежугочного движения 
(22) и (23). Обе эти системы имеют совершенно одинаковый вид, Так 
что достаточно найти общий интеграл какой-иибудь одной из них 
Общий интеграл другой напишется по аналогни. Рассмотрим хотя бы 
систему (22). Для ее интегрирования удобиее ввести вместо перемен- 
ных ру и 0; новые переменные, переходя от прямоугольных координат 
к координатам полярным. Положим 


гс0$ фс0$ 6, 
тсозфзиб, (31) 
=: ф, 


где г есть радиус-вектор точки в, х. е. та же самая величниа, которую 
мы обозиачали ло сих пор через ТГьс- Живая сила точки В выражается 
формулой 


9 И - 1 
Ть= о 16 (@1 +-@ +9). (32) 
= 
После перехода к полярным хоордииатам она примет ВНД 
Ть= 2 60598. (33) 
Положим теперь 
ГЕ. ; и 
ве ю-о 
от, 5 @Ф 
а ЗА 
ав. (84) 
дать 48 


Ь — иг? с058 фо == мы? с032ф — =. 
2" Е ВЕ" 
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Тогда величины 
> м @ 
к, Ф, 6 


к. 
также образуют систему каноиических переменных и уравнения, их опре- 
деляющие, напишутся в виде 

_@ он эн ан 
@ 3 п“ 20) м 06, 
ак ан он ан 


@! 7’ Ш д Ш 90’ 


гле характеристическая функция Н получится из функции Нь преобра- 
зованием к новым мы в виде 


Рф й 


[+ 


2 


Для ннтегрирования системы (36) составим соответствующее ей 
уравиение Гамильтона-Якоби. Мы получим 


- [( т т я ( г | г? | з Е У] и = 4%. 


Полагая для сокращения 


фиат 


рё == рпытень = Е (38) 


напишем предылущее уравнение в виде 
0’ } 1 (е ) 1 ея 278 2 58 

дг НР 0Ф Фр с052ф\ 00 + п. (39) 

Для нахождения общего интеграла системы О остается найти пол 
ный интеграл уравиения (39). Это уравнение может быть интегрировано 
без труда при помощи теоремы Неккеля, но для упрощения выклалок 


мы применим более простой метод интегрироваиия. 
Напишем уравнение (39) в виде 


а] 


и булем искать его решение в виле 


И = ИУ, + И/>(@) +. 0). (20) _ 
Мы имеем 
0 аи 0 а, о ам, | 
р т’ 6’ №7’ 
вследствие чего предылущее уравнение примет вид 
ЧИ/.\? а Чи’ 2 ЧИ’: 288 
( в) = с053 = 90 ) ="|--(% ) Г. РЕ аш, |. 0 


Правая часть послелнего уравиеиия содержит только переменную Г, 
а левая часть — только переменные фи 6. Поэтому если уравиеиие имеет 
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решение указанного вида, то после подстановки левая часть не будет 
завнсеть от 7, а правая, наоборот, будет зависеть только от г. Это 
указывает на то, что результат подстановки должен быть величиной 
постоянной. Так как пас интересует действительное решение, то эта 
постоянная должна быть положительной, ибо при действительных функ- 
ниях \ и М/; левая часть уравнения (41) существенно положительна. 
Вследствие этого мы можем положить 


н| (ее и ть Зрый , = (42) 
= (3) 


тде Нь — произвольная постоянная. Уравнение (42) содержит только одну 
независимую переменную Ги представляет обыкновенное диференциальное 
уравненне с неизвестной фуикцией У/,. Уравнение (43) можно написать 


в виде 
(ен 


из которого мы заключаем, так же как и выше, что каждая его часть 
полжна быть равна одной и той же положительной постоянной. Обоз- 
начая эту постоянную через 18, мы получим два обыкновенных урав- 
нения 


Со? ®[-( -- |= = #8, (44) 


. И = 12. (45) 
(*®*) 


Каждое из уравнений (42), (44) и (45) легко интегрируется, и мы 


потучим 
о 
-/И —^ о: ный, —= аг, 


и. = )) И №8 — оно, 


у, = 2.6, 


где г, — пока еще пеопределенная постоянная. Функция И/ определится 
формулой 


М = ЛИ ная: = @г +ГУн тор @Р + 1.9 (47) 


и, нев уловлетворяет уравнению (39), каковы бы ни были значе- 
ния постоянных Й,, Йь, Из), а поэтому представляет искомый полный 
интеграл этого уравнения. 


ее 


1) В этом можпо убедиться также непосредствеиной подстановкой. 


(9) 


(46) 


Е 
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По теореме Гамильтопа-Якоби общий интеграл системы (36) опре- 
делится теперь уравнениями 


С СИДЕ 
т ЧР 75 8 № 
ди ди 
(48) ди, = 7 Е (49) 
9’ 9 
би, — 7 г 2 


где у, У» 7з—три новые произвольные постоянные. 
Выполняя дифереицирования, мы получим следующие уравнения: 


О Ф 
О аг [2 
Ра я > РИ | 
— ВВ и ы 12 п {50) 
Е оп а 8 07 
и 
Ф 


ее и @ф 
7. й. —— +8 
с05*ф у"- о 


2 
= 


ГЕ Ге 
УИ» ЕЕ а а `. 


Определение движения теперь может быть пронзведено следующим 
образом: из уравнений (50) мы определим последовательно г, фи 
как функции времени и шести произвольных постоянных Йа, И», Й;, У 
у», Уз а затем из уравнений (51) определим я Е т и т в функции 
тех же величин 

Рассмотрим первое из уравнений (51), которое можно написать 


в виде 


а Эра ва 
Ра п) = 2, — 
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пли в виде 


из (*) == Эрьйиг? -- ЭВ" — й. 


Последнее уравнение показывает, что радиус-вектор Г может принимать 
только такие значения, при которых трехчлен 


Зиьлиг? -- 2" — В (52) 


принимает только положительные или нулевые значення 1). 

Так как коэфициенты В} и [ь трехчлена существенно положительны, 
то множество значений Г, при которых трехчлен принимает не отри- 
цательные значения, зависнт от знака постоянной в. Мы допустим, что 
|, отрицательна и это предположение сохраним во всей остальной 
части курса. То же допущение мы сделаем и относительно постоян- 
ной Йа: Так как й, и На суть постоянные интегралов живых сил про- 
межуточного движения тела В н соответсивенно А, то сделанное нами 
допущение равносильно предположению, что невозмущенные орбиты 
тсл Ви А суть эллипсы. Иными словами, считая постоянные ий 
отрицательными, мы предполагаем, что истинные движения тел Ви А 
принадлежат к эллиптическому типу. 

Если |, < 0, то трехчлен (52) имеет две перемены знаков, а по- 
этому, по теореме Декарта, уравнение 


Зрьйиг? - 2" — №8 =0 (53} 


имеет либо два действительных положительных корня, либо ни одного. 
Но отрицательных корней предылущее уравнение завеломо не имеет. 
г 
С другой стороны, обозначая через Го и (4) начальные значения Ги 
о 
4" мы имеем 
> МЫ им 


Е > 2 
2 иьпаг? -- 288 — й == ТОМЬ [9 >0. 


Так как, вдобавок, при г=0 и г=оо трехчлен (52) делается отрица- 
тельным, то оба корня уравнения {53) действительны и положительны. 
Пусть эти корни будут Г: и Г» >> Гл. Тогда, очевидно, 


Г 


и во все время движения (промежуточного) радиус-вектор Г не может 
принимать значений, не содержащихся в промежутке (г,, 7»). Так как 
точка В двнжется, по условию, по элпипсу с фокусом в (2) пе) ват 
перигелийное расстояние и Г»›— афелийное расстояние. Обозначая 
через а ие большую полуось и эксцентриситет, мы имеем 


а г. —001 и 


т о аг\- 
1) Это следует из того, что в действнтельном двнжении велачина "и (т) 
не может принимать отрицательных значений. 
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Так как изменению радиуса-вектора от Г, до Гз соответствует пере» 
мещенне точки В от перигелия до афелия, то, обозначая через 2Т пол- 
ный пернод обращения, мы из первого уравнения {50} находим 


ту, =0, (54) 


72 


ТЕТ = 


аг 
= — | 
282 Е 
в 2 еее 4 
Лу +ь-я 
Та 


гле т— момент прохождения через перигелий. Из двух послелних урав- 
нений мы находим период 2Т: 
7 


< йг = 
2Т = 2иь А = ==: (55) 

8 Ч. 

ъ 
и" НР == 
® т г 
7 

Так как движение точки В происходит по эллипсу, фокус которого 
помещается в Солнце (в точке С), то это движение может быть опреде-. 
лено формулами, совершенно аналогичными тем, которые мы выводили 
в главе четвертой. Поэтому нам нет нужды снова выводнть эти фор- 
мулы, но необходимо установить связь межлу канопическими постоян- 
ными Уь й; и обычными эллиптическими элементами фо, а еит. 
Это слелать нетрудно. Так как Г, и Го суть корнн уравнения (53), то 


: | 
а т. т ар 
Отсюда, в силу выражений Г; и Г» через @ и е, находим без труда 
й =— в 
\ 2рьа 
п, = Уай—@ =№ УР. 


Чтобы получить выражение для Й,, рассмотрим второе из уравие- 
ний (51) 


В лействительном движении подкоренное выражение не может при- 
нимать отрицательных значений. Поэтому изменение угла Ф должно 
быть стеснено неравенством 

в 
СО - 
Е 

Но движение точки В происходит в плоскости, проходящей через 
вачало координат и образующей угол Ё с плоскостью 414». Поэтому 
наименьшее значение с05? ф равно с03? $, и мы имеем 


: а 
С058 { = 


Ее 
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откуда получаем 
В = Па 6051 = Вь И а(1 — 22) с081. 


Остается выразить через эллиптические элементы постоянные },, У», Уз" 
Прежде всего формула {54) дает 


я=-т 


чобы определить $, положим во втором из уравнений (50) в — 
Тогда первый интеграл исчезает, и мы получаем 


—_ ь (56) 
Ду Г в. 
—` с0$ 9 


тде ф; — значение угла Ф для г==Га, Т. ©. ДлЯ {==т. Иными словами, 
ф, есть широта точки В в момент ее прохождения через перигелий. 
Пусть на черт. 13 точка И есть у 
перигелий орбиты точки В. Тогда 
ЯП = - угловому расстоянию пе- 
ригелия от узла, дуга ИМ есть ши- 
рота в перигелии ф,, и мы имеем из 
треугольника №7Й 


Ш фу == 51 ЕЁ п ©. Черт. 13. 


Если В — любое положение точки, то $ЪВ == и — аргумеиту широты, 
и луга ВМ == ф — широте. Поэтому 


яп ф = п Ё ый И. (57) 


Напишем формулу (56) в виде 


Фа 4 
— ПХ 
ПЕ = =: 
со 
Г ф 


и ввелем вместо переменной ф новую переменную и формулой (57). 
Мы найдем 


—_— 20) 


с05 раф в п 7 с05 й и 
= 


У со ф— вой У ве Г оо и с05* й 
ити, обозначая через @ долготу перигелия, имеем 
р == 0 — 5%. 
Наконец, полагая в третьем из уравнений (50) ф=0, мы находим 
у 


так как долгота точки В равна долготе восходящего узла, когла точка 
пересекает плоскость 4,45. 
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Таким образом мы выразили все канонические постоянные через 
привычные эллиптические элементы. Собирая вместе все полученвые › 
формулы, мы имеем 


в = ва @), = Иа 29созь | 


а 2нуа | (58). 


"= у =, 7з=8%. 


Промежуточное движение точкн В теперь полностью определено. 

Но совершенно также мы можем определить и промежуточное лви- 
жение точки А. Вся разница будет заключаться только в том, что 
вместо постоянных дь и Вь войдут постоянные [а и Ве, причем послел- 
няя определится формулой 


2 
Ва ее ИТ (ть Е то) 
д - 
тот т, 
Обозначим эллиптические элементы промежуточного движения тела А 


буквами 5%, Г, @®’, а’, е’нт’ и положим для симметрии В =: 
Ви = В’, мь =, Ва =й- Тогда связь между эллнитическими элемен- д 


тами и канопическими постоянными №, 9 (#==1, 2,... 6) определится 
формулами 
"Руа, ь-=ВИи = 
, ( з ( (59) 
у. —=®, уз=5Ъ 
н 
ой ри ПИ РА т ый 
Парри» №3 в"Уа—е*"), в=р’Иа’а — ве) созР, (60) 
95 =, Ув =, 
где 
тыт 
я т , 2 — риыпем, | 
(61) 


й то (ть ар те) 


2 й 
ЕЕ В" == ПИоТер". | 


Определим еще средние движения п и И’ промежуточных двнжений 
точек Вн А. Вычисляя интеграл в формуле (55), мы находим 


откуда получаем 
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и ана огично 


Этим мы закончим исследование промежуточного движения. Выводить 
формуль, определяющие 4. в функции времени н канонических но- 
стоянных уь Аь Нет надобности, так как при фактическом определении 
положений планет В и А гораздо удобнее пользоваться теми 
формулами, которые мы получини в главе четвертой и которые выра- 
жаюз коордннаты в функции времеии и эллиптических элементов. 

5 55. Уравнения возмущенвого движения. Следуя метолу ва- 
риацин произвольных постоянных, мы можем определять истинное дви- 
жение тел В н А теми же формулами, как и их промежуточные движе- 
ния. Только величины Пь, #; (=1, 2,..., 6) будут в истинном движении 
не постояннымн числами, но некоторыми функциями времени, опреле- 
зяемыми канонической системой диференциальных уравнений: 


Чу: НУ ` 
а = м’ | 
ав И г НЫ 
=== 2—2 1 = 5 
ИЕ 07; ( м . 
с характеристической фуикцией 
тт Пот, пот Е 
Е Ис Пт СИ] В (63) 
з Гра Теа Тр 


Так как Гоа Год И Гоь Выражеются через координаты 41, 9», @з» 4 
(5, @& а эти последние в промежуточном движении суть известные 
функции времени и велични р, р, то мы можем считать Н, также 
известной функцией от времени и величин а, 

Как было установлено в общем плане интегрирования уравнений 
основной задачи, наша задача приводится теперь к приближенному 
определению функций и п; из системы (62), в предположенин, что истин- 
ное движение тела В и тела А, по крайней мере в течение известного 
промежутка времени, принадлежит к эллиптическому типу. С помощью 
соотношений (59) и (60), связывающих канонические и эллиптические 
элементы, мы можем без труда преобразовать систему (62) в лругую, 
определяющую изменения обычных эллиптических элементов. Это пре- 
образование приведет нас к уравнениям вида (44), выведенным в 8 42, 
которые обычно употребляются прн фактических вычислениях во3- 
мущений. 

Но так как вашей целью являются не практические методы вычис- 
лений, а разъяснение принципиальной стороны классических методов, 
то во всем повлемующем изложении мы будем пользоваться исключи- 
тельно каноническими уравнениями как более удобными нри рассмотре- 
нии вопросов теоретического характера- Однако мы не будем поль- 
зоваться теми каноническими элементами /, Ть Которые появинись 
естественным образом при интегрировании уравнений промежуточного 
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движения, а будем их заменять некоторыми другими, также канони: 
ческими, элементами но по различным соображениям более удобными 
чем прежние. 

Прежде всего мы введем новые переменные вместо двух пар пере- 
менных (1, У) и (В, у). Неудобство элементов Из, 7:, Йз» Уз про 
истекает вследствие следующей причины. Для того чтобы было возможно 
иитегрировать уравиения (62), нужно, очевидно, получить для правыз 
частей этих уравнений явиые выражения в функции времени и зависи- 
мых переменных. Для этого нужно сначала выразить функцию Ну в 


эн, Он, 
функции Ь Пь уь а затем вычислить частные производные -;;^ и г 
а а 


Функция Н; зависит только от расстояннй Гоа, Гса И Гаъ, т.е. ТОлько 
от координат 41, 4», @з и 4 45, 9. Чтобы получить Н, как функнию 
1, Йь уь мы должны подставить в ее выражение вместо коорлннат 4; их 
выражения из промежуточного движения, т. е. вместо 41, 42, в должны 
подставить их выражения из невозмущениого эллиптического о 
тела В н вместо 44, 45, @в — аналогичные величнны для тела А. . 

Но в главе пятой мы показали, что координаты иевозмущенного 
движения суть периодические функции от средней аномалии М == л(Ё — т) 
в представляются тригонометрическими рядами, расположенными по 
синусам н косинусам кратных М. Поэтому 4,, 4», 4з булут периоди-. 
ческими функциями от величнны п (Ё--7;) и 44, 45, @ будут периоди- 
ческими фуикциями от п’ (1-- у.). Следовательно, и Ну будет периоди- 
ческой фуикцией как от п (Е-Ру,), так и от п’ (Ё- фа). 

Разлагая Н, в двойной ряд Фурье по кратным лугам этих аргументов 
мы представим Н, как сумму членов следующего вида: 


т), 


Аб [ ата в}, (64) 

. 
тле коэфициенты А зависят только от й;, а величины В — только от 7? 
ати] суть целые числа. 

Таким образом величины у; и Й; входят в фуикцию Н, различиым 
образом. Величииы у; входят только под знаки тригонометрических 
фуикций и результаты дифереицирования Н, по величинам 7; также 
будут содержать члены только вида (64). Величины Ль, Из, Пь» Йз входят 
только в коэфициенты А, и результаты диференцирования функции Ну 
по этим переменным также будут содержать только члены вила (64). 
Но иначе обстоит дело с перемеииыми Й, и Й.. Эти величины входят 
также в коэфициенты А, но, кроме того, они вхолят еще под зиаки 
ши с0$, так как И и п’ зависят от Й; и Йа. Действительно, мы можем 
написать 


(65) 


= з 
= т (—21:)°, м 


1) Принципы разложения функции НЫ, н форма этого разложения будут 
нами рассмотрены циже, в специальном параграфе. 
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оН ЭН 
Вследствие этого производные т и а булут необходимо со- 
1 з 


держать члены вида 
а Л . 
А | т" } 
ГАУ" [фир +В}, 
т.е. члены, содержащие время Ё множителем. 

Наличие таких членов крайне затрудияет иитегрирование уравнений, 
всленствие чего стараются обычно так преобразовать эти уравнения, 
чтобы в их правые части не входили члены указанного Вила. 

Таким образом целью первого преобразования уравне- 
ний (62) является приведение их К такому виду, в котором 
правые части уравнений будут содержать время только под 


зваками тригонометрических фуикций. 
чтобы выполнить указаниое преобразование, введем вместо перемен- 


ных 7ь и а иовые переменные [и Г’ формулами 
1=па-у) Ё=м’ Ч 79. (66) 
Величииы [и {суть не что иное, как средние аномалии тел ВнА 
в промежуточном движении. 


Преобразуем пару уравнений 
ай, он, 4 _ О н 
@ о 8 В ° (©) 
вводя вместо 7\ переменную #. Мы имеем, очевидно, 
ан, _ он, он, 


т РР А И 


и таким образом первое из уравнений (67) иапишется в виле 


а ОН, 
п == п. (68) 
Далее мы имеем 9 

# ат даа, 

Чаи (1+ ++ +7) п бо (63 


эн 
Обозначим теперь через Че) частную произволную от Н, по Йь, 
т 


входящему явно, т. е. рассматривая пк 
получим тогда 


эн, _ [ан ОН, дп с] ‚ дн, дп 
ой. (=)+ в О Л (ЕН в, 


ак бы независящим от в. Мы 


вместо 1 сго значение о 
) * ТП 08, ? 


Вставляя теперь в ‘формулу (69 


он; 
затем вместо и сего только что полученное выражение, мы находим 
а 


а _ эн, он, дп о дп вы 
а =п+п( | пора) о, + +7 д ш 
или, в силу (68), 2 
а! а 
ти С ( он 


А 
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Итак, сделаииое преобразование заменяет пару уравнений (67) с 
дующей парой уравнений: 


ап: он, ат 


@ ро РЕЯ п(9*)- (70 
Совершенио аналогично пара уравнений 
ап. ОН: у: р ЭН, 
ЕП д, @ 0, 
заменится следующими уравнениями: 
; 
д, чи (9%). (7) 


Уравиения (70) и (71} решают поставленную залачу, так как нх 
правые части не содержат Ё вне знаков тригонометрических функций. 
Но уравнения (70) и (71) не имеют каноиической формы как уравне 
ния для остальных переменных Йь, Пз, 7», 7з, Йь Из» 5, Ув Чтобы 
привести опять всю систему к каионическому виду, введем прежде всего 
вместо й; и Йа новые зависимые перемеиные Ги Г’, полагая 


Г ВУа, Г’ =’ Ум. (12 
В силу соотиошений (59) и (60} мы имеем 
= В Г! В 
Ур, У’ 
так что 
Ва ВЕ 
|; = Вит › Пл Рита (73) 
и 
а В В 
в = Из р п’ = же. 624) 


Преобразуем уравиения (70), вводя вместо й, переменную Е. Мы 
находим 


п ЭН — в а п ЧЕ 
91 а м3 Ш и * 
откуда получаем 
4 _ _ ЭН, 
ЧЕ № 
Далее имеем 
ь ша (2) 55 = (2) 
ог. в, / 9. дл, } 
в силу чего пара уравиений {70} заменится следующими уравнениями: 
ат. дн; а. ОН. 
ПЕРА о ИРЕН ( м {73 


Точно так же пара уравнений (71) заменится уравнениями 


аг/ дн, а И (26) 


С Е 01/7 
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тобы привести эти уравнения к каноническому виду, введем вместо НЫ, 
новую характеристическую функцию Р формулой 


я Нь (27) 


и обозначим, для’ симметрии, элементы движения тела в буквами Г, 
С, Н, Ь В, № а соответствующие элементы тела А буквами Г’, С’, 
Н’, Г, Е, №’, причем эти элементы связаны © обычными эллиптическими 
следующими соотношениями: 


Е. =ВУ а, = (Ё— 9), 
б=ВУа( — 22), Е =, (78) 
Н=ВУа(— 9 созё, 1, 

И, Р= п’ (т), | 

бу га”), #=о’, (79) 
нЕРУа-е»созР, =>. | 


Тогда диференциальные уравиения возмущенного движения напишутся ь 
следующим образом: 


а. Е ав 25 ан дЕ 
в — г Ш 02°? Ш д ? (80) 
2. № 02 а дЕ в _ _ 0 
т от? Ш 90? ЭН 
и 
а’ де ад’ де ан’ де 
о БР. Ре т ди” › (81) 
И _ 108 а’ де а’ _ _ Е 
мо СВ 907’ Ш ЭН’ › 
где 
в ва Ртоть тот, тот, 
в ИГ зря Та я В * (82) 


Е Е ’ 
ий частные производиые 5 И уу берутся по Ви РЁ’, только входя- 


щим явно. 

Функция Е называется обычно возмущающей или пертурбационной 
функцией. Три последние ее члена, как мы видели выше, суть второго 
порядка относительно масс То и Ть. Два первые члена будут первого 
порядка относительно масс Ма и Шь. В самом деле, мы имеем 

в* ее тут в“ __ ИПате 
РЕ — РТ По РМ 0 


и эти величины, действительно, содержат миожителями только одну из 
малых масс. 


14 
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| 

Если мы определим каким-нибудь способом неизвестные функции 

» 

удовлетворяющие системе уравнений (80) и (81), то эллиптические» 
элементы тел В и А получатся из следующих очевидных соотношений: 


1 

й— В ‚ 

> 
р 

’ 

а таз 
В" 

о’ =, 


Определив значения этих величин для какого-нибудь значения времени, 
мы найдем затем положения и скорости тел В и А по обычным фор- 
мулам эллиптического двнжения, данным в главе четвертой или пятой. 

Заметим еше, что элементы Г, б, Н, Ь в, Й, определяемые фор- 
мулами (78), называются элементами Делоне, по имени ученого, 
введшего их впервые. 

8 56. Интегралы уравнений возмущенного движения. Как мы 
видели в $ 22, симметричные уравнения относительного движения системы 
материальных точек (или уравнения в координатах Якоби), независимо 
от числа точек, имеют всегда четыре первых интеграла — интеграл живых 
сил и три интеграла площадей 1). 

Следовательно, уравнеция (Г) илн (1), определяющие движение 
системы, состоящей из Солнца и двух планет, также имеют эти четыре 
интеграла. Эти интегралы могут быть написаны следующим образом: 


ТЕР ФЕ РО =20+0) (82) 
и 
Е 445 о 945 я 
в (в 4 в +» (6 = в в), 
Ч Е “ а р 4 „ 
ва м (ее а) = (85). 


ии -ь с 


Уравнения (80) и (81) вполне равиосильны уравнениям (1), так как 
также определяют относительное движение тел В и А, только в других 
переменных. Поэтому эти уравнения также должны иметь четыре 
интеграла и эти интегралы можно получить из уравнений (84) и (85) 
простой заменой величин р; и 4: их выражениями в функции новых 
переменных (элементов Делонэ) из формул промежуточного движения- 


1) См. уравнения (40) и (41) главы третьей 
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Рассмотрим сначала уравнения (85) — интегралы площадей нашей 
задачи. Уравнения промежуточного движения тела В, как мы видели в 
$ 53, могут быть написаны в виде 

в Ра, Чтыть я 421. тут, 4 Н 224 Рут 

ав з О ея = во а 

а о : ат т ь а и 


Из этих уравнений, совершенно так же, как это было сделано в $ 26, 
мы выводим иитегралы площадей промежуточного движения тела В. Эти 
интегралы напишутся в виде 


ЕЕ 94 ` 94 Е 
в (с га 93 ай = 61, и (в я 9 с» 
24. 28 
вы те а)- 


Аналогичным образом мы получим интегралы площадей промежуточ- 
иого движения тела А в виде 


и’ (5 с, ша 


(86) 


(87) 
’ [ а. 2 
в (р — 05 <) = 


где Сь С», 66 и С, ©, ©, суть величины, сохраняющие в промежуточ- 
ном Овижении постоянные значения. Но в истинном движении эти 
величииы будут функциями времени. Если Ги 5Ъ есть иаклонение и 
долгота выходящего узла движевия тела В, то мы имеем (см. $ 27) 
с = сэт 6, 62 = — С5тЁс08 5%, = 03 Е, (88) 
где 
ве. 2 2 
в=уса-+е-е. 

Точно так же, обозначая через Ги 5%’ наклонение и долготу узла 

движения тела А, мы имеем 


Е =е’ яв зшЯу, с, =-оСзшй 089%, (= АСОИ (89) 
где 
и га "2 
= И 2-62 2. 
Определим теперь значения постоянных с и с’. Еспи мы примем за 
плоскость 9:4» плоскость движения тела В, то имеем (см. $ 28) 


44. 24. 
и (в, = 


› 
или в полярных координатах 
и 
Г. т (90) 


гле и обозначает долготу в орбите тела В. 
Но из формул (51) мы имеем 


7? соо = Из = Йр С0$ {. 
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Если плоскость 4:9» совпадает с плоскостью движения тела В, то 


ф=Ё=0, 0 =, и мы можем написать 


Сравнивая теперь выражения (90) и (91), мы видим, что 


6=1, =ВУа(— 22). 


. 


Точно так же иаходим 
с = У — ес?) 


Интегралы площадей в промежуточном движении теперь могут быта 
написаны следующим образом: 


и (9, —ч. )= ВУа@—@) зшгчшя, 2 | 
в(в Е Ч, в) РУаа — #япЕсозвъ, 22 
№ в, ®)= ВУЗа сор, | 
и 
р (в ее = вУта — ет эн, 
и’ (с ча а Г. =— "У — 2) зтй созву, (93) 
и’ (ча 4 и) = «| УГ а — еЭсоз р. ] 


В промежуточном движении величины а, е, &, 5Ъ @', г, Г, а 
храняют постоянные значения во все время движения. Но в ИСТНННОМ 
Движении эти величииы суть функции Ь связаииые с величинами, опре- 
деляемыми уравнениями (80) и (81), формулами (83). 

Таким образом формулы (92) и (93) просто дают преобразование 
выражений, стоящих в их левых частях, к новым переменным, и мы мо- 
жем подставить эти выражения в интегралы площадей истинного дви- 
жения, т. е. в формулы (85). Произведя это, мы иапишем интегралы 
площадей истинного, т. е. возмущеиного, движения в виде 


В Уа — 2) зтё эт 5% + 'Иа’а — езшЁ та — с 
В Ус — 2) т со 5 + "УР а —еЭзий сои =—е,} (94) 
ВУаа — 2) созЁ + "Иа —есозЁ =, 


где С, 6; и С, суть величины постоянные, могущие быть определен- 
нымн из начальных условий 

Чтобы получить теперь интегралы площадей уравнений (80) и (81, 
достаточно в формулах (94) выразнть эллиптические элементы через 
канонические при помощи формул (83). Произведя это, мы получим 
следующие иитегралы: 
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Ис Нл + И 6*—Н” эп = а, 


Ия тзсозв+ И 6 —Н* сои =— в, (05) 
а. н’ = 


Эти уравнения позволяют определить какие-нибудь три из величин С, 
Н, В 6’, В’, №, зная три остальные как функции времени, уловлет- 
воряющие уравнениям (80) и (81. 

Уравнения (95) можно зиачительно упростить, если за основную ко- 
орлинатную плоскость принять неизменяемую плоскость Лапласа (см. 
главу третью). Тогда & =& =0, и, обозначая третью постоянную че- 
рез 6, мы напишем интегралы площадей в виде 


У б— в? этй -- Ибн“ эй” == 0, 


И 6*— Но + Ибн созй’ = 0, (96) 
Н - ЗЕ 28 
Из двух первых уравнений (96) мы находим 
чер =’, (97) 


откуда заключаем, что мы должны иметь или В =’ или й == й”- 180°. 
Но в первом случае (й —й”) оба члена в двух первых уравнениях бу- 
дут иметь одинаковые знаки и их сумма не может быть равна нулю. 
Следовательно, мы должны иметь 


реа че х (98) 
в силу чего уравнения (96) напишутся в виле 
ь =’ 180°, 

@— а | (99) 


НН! ==с. 


Так как В-==5Ъ и |’=5%, то уравнение (98) можно иначе написать 


следующим образом: 
55 -| 180°. (100) 


Этот интересный результат был впервые получен Якоби. Он может 
быть сформулирован следующим образом: 
Линия восходящего узла орбиты олной планеты всегда сов- 
падает с линией нисходящего узла орбиты другой планеты. 
Рассмотрим теперь третье из уравнений (99). Выражая Нин! че- 
рез эллиптическне элемеиты, мы напишем это уравнение в виде 


вУга-®о-в Им (Е) сои (101 


Это уравнение позволяет доказать знаменитую теорему Лапласа об 
устойчивостн солнечной системы. Эту теорему мы сформулируем сле- 
дующим образом: 
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Пусть а, и'й; суть значения больших полуосей в некото- 
рый момент времени &. ©, е н&, и — соответствующие зна- 
чения эксцентрниснтетов и наклонений. Тогда, если 

1) величины ©, ©, &, & весьма малы, 

2) велнчины @ и а’ в течение некоторого промежутка вре- 
мени Т— & весьма мало отличаются от своих иачальных зна- 
чений @, и а., 

3) велнчины ВУа, н р’Уа, суть величины одного и того 
же порядка, Ч 
то, в промежутке (1, Т) величины е, е'’, Ён?’ будут также 
иметь весьма малые значения. 

Доказательство может быть проведено следующим образом. Согласно 
условиям теоремы, мы можем положить аа, аи @'’=а,-| =, 
где @0 и а, — постоянные, ави &’— функции времени, нмеющие, для 
всех значений { в промежутке (1, Г) весьма малые числовые значения. 

Пользуясь теоремой Тэйлора, мы можем написать 


В 


о Ч 
р 


Будни" Ува 


о 


„Я 
= 


и 


С помощью этих формул уравнение (101) напишется следующим 
образом: 


В Ух Уве с0$ Е - р’ Ус у! — "2 созй -в==с, (102) 


тде ё — фуикция времени, принимающая в промежутке (№, Г) весьма 
малые значения и обращающаяся в нуль при =. 
Так как 


5 На 


а 


ВУзь-+ 8'И 4, = сопзь 


то, вычитая из этого равеиства уравнение (102), мы получим следующее 
уравнение: 


рУма—Ут—е со) + ИУ ща — тей Е, 


где Е новая постоянная. 
Последнее уравнение может быть также написано в виде 


— 62 ©0372 #-|- 112 еси рзней м 
д я ЕЕ Е 
им ь Ут ЕВ у Усе: С- =, (103) 


и послелнее уравнение имеет место для всех значений Ё в промежутке 
(&, Т). Полагая в уравнении (103) =, мы получаем 


— 62 с08° & -|- $11? й э ТИР 
к 6% о о. "Ис о. 
ВУ Ее у 1-1 — ес 


ИНТЕГРАЛЫ УРАВНЕНИЙ ВОЗМУЩЕИНОГО ДВИЖЕНИЯ И 


Так как по условию @„, ©, {», & весьма малы и ВУа,, В’ У — 
величины одинакового порядка, то вычисленное значение постоянной с’ 
хакже будет весьма мало. Очсюда следует, что правая часть уравнения 
(103) будет также весьма мала в промежутке (к, Т). Но В Иа, Ра 
конечные величины одинакового порядка. Поэтому, чтобы равенство 
{103) не нарушилось в промежугке (15, Т), велнчины 


есо5Ё, ЗШЕ, 6'с05Ё, 5тЁ 


должны сохранять весьма малые значения, что и требовалось доказать. 
Доказаиная теорема имеет весьма большое зиачение для небесной 
механики. Действительно, в настоящее время эксцентриситеты и накло- 


нения всех болыших планет весьма малы, а величины ВУа для всех 
планет приблизительио одинакового порядка. Если бы удалось дока- 
зать, что полуоси все время остаются близкими к их средним значе- 
ниям, то ИЗ теоремы Лапласа следовала бы также малость эксцентри- 
ситетов и наклонностей. 

Иначе говоря, В настоящее время орбиты больших планет суть 
почти круги и лежат почти в одной плоскости. По теореме Лапласа 
следует, что такое состояние движения будет продолжаться сколь 
угодно долго, если радиусы этих кругов не будут значительно откло- 
няться от своих средиих значений. В следующей главе мы покажем, 
что с известной степеныю приближения неизменяемость больших полу- 
осей действительно может быть установлена. Однако строгого доказа- 
зельства небесная механика до сих пор ие имеет М 

Заметим еще, что если бы даже неизменяемость больших полуосей. 
была строго доказана, то из этого еще отнюдь не следует, что сол- 
нечная система действительно устойчива. Это ясно из того, что во всех 
ваших рассуждениях мы принимаем во виимание только силы взацм- 
ных притяжений планет, а все прочне силы остаются совершенно не- 
учтенными, вследствие чего и их действие остается неизвестным. 

В заключение скажем несколько слов об интеграле живых сил, 
который дается уравнением (84). Вполне возможно выразить также 
и этот интеграл через канонические элементы, для чего нужно только 
заменить величины В и ф их выражениями из промежуточного движения. 
Но в результате такого преобразования уравнение (84) потеряет свой 
простой вид, да кроме того, в него необходимо войдет еще время Е 
Поэтому такого преобразования мы совершенно не будем проделывать. 


1} Мы доказалн теорему Лапласа для системы, состоящей из Солица и только 
двух планет. Но такое же доказательство может быть проведено и для любого 
числа плаиет, так как мы освовывали его только на интегралах площадей. 
Если мы имеем систему из п планет, то уравнение (103} заменится следующим: 


и 
> Иа 
ВИ ак 
в 
откуда и получаются те же выводы, что и раньще. 


2 с05? Р АЙ 
2} 05° Е, -Е ЗИР &, 


ЕЕ, 
1+ И! — #05; В 


8 57. Введеине новых канонических элементов. В предыдущей 
клаве мы получили диференциальные уравнения возмущенного движе: 


ния в виде 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 


а. _ де 46 ое ан 2Е | 
ро ше т шт Р 
4! Ее 4 ОР _ _ 0 
о Е Во 00 Шо 
а! Е 96’ аЕ ан’_ ОЕ а 
Гео о т р ао г 
а Е 4’ СЕ ЩО ЕЕ) 
Е Шо 2” Шо дн ' 
где 
ва В тот тот Рот 4 
Е - | 2. 
вит ВР. р То - Теа Гра ( ) 
и 
Е =ВУоа, = 1—7), 
6 =ВУа( — 2), в =о, 
н=вУИа( — 9) созё, В =, 


В’ Иа", 
= вУРа-2%, 
Н'=В’Ия И —е?) созй, 
д 9Е де 
} Напомним, что производные -5т-, Руа 


в функцию Е только явным образом 


Р=п'(—т’), 
#=о’, 


ЕЛЬ 


берутся по Би Ё/, входящи 
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Система канонических элементов (3) была введена нами для того, 
чтобы в правых частях диференциальных уравиений движения избежать 
членов, содержащих время множителем. Но эта система элементов еще не 
является окончательной в теории больщих планет, 

Причиной этому обстоятельству является то, что для приближенного 
интегрирования уравнений (1) мы должны прежде всего выразить харак- 
теристическую функцию РЁ через величины (3). Это может быть достигнуто 
только путем разложения функции Рв бесконечный ряд, степенной по 
отношению к величинам Ё, С, Н, Г", 0’, Н’ и тригонометрический по 
отношению к остальным элементам. Но эксцентриситеты и наклонности 
больших планет весьма малы, вследствие чего величины Г, С, Н, Г", 
0’, Н’ имеют конечные значения, а поэтому разложение Ё по степеням 
этих величии будет, во всяком случае, весьма медленно сходящимся, 
что потребует рассмотрения весьма болыпого числа членов. 

Поэтому нашей ближайшей целью будет введение таких новых 
элементов, которые имели бы малые значения при малых эксцентриситетах 
и наклонениях так, чтобы функцию Г можно было разлагать в ряд по 
степеням желых величин. С этой целью введем сначала вместо элементов 
ОН, в, В, Е', б', Н’, РЁ, 8', 1 новые элементы Л, Г, 2, 4, у, 2, 
Л’, Г, 7, И, у’, =’ формулами 


и =, Г= 2-0 = б-Н, 
А ИЕР, у И [3 
Ре, а И Я | (4) 


о ре о сы 
Нетрудно проверить, что новые элементы также образуют канони- 
ческую систему. Для этого образуем выражение 
таг аа ван —1ал—уаг —гай- 
+ Гар - 5'аб’ + тан’ — Мал!’ — уаГ” — гай". (5) 
В силу формул (4) мы имеем 
га. + са ван — ла4— уаГ — 24 = а вав -- ван — 
—(-е+ в аЕ-(е-ни) (49—96) Е (96 — аН)==0. 
Аналогичное тождество получим и для выражения, содержащего 
вторую группу элементов, вследствие чего выражение (5) оказывается 
тождествениым нулю, откуда, по теореме Пуанкаре, мы заключаем, что 
величины (4) определяются также канонической системой уравнений с 


Той же самой характеристической функцией Г. 
Преобразованиые уравнения иапишутся в виде 


ал дЕ аг дЕ а 28] 

а о ТВ ду’ Ш 02, 

#2 _ _ 06 4% _ _ 08 @ _ _ 96 

@ д? Ш г’ Ш 07 › 

ва’ де аг’ _ дв 42’ де (6) 
в = Ш. п“ п 027 › 

2" де ву’ де а _ _ 08 
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р 
Выражая новые канонические элементы через обычные эллиптические 

мы получим формулы 

И 


ИИ А=п(Ё- ох, 
Г =в Ува —Ут—#*, у=-@— 95, 
2 =В Уа(1- 22) (1— 005, 2-9, Го 
=’ Иа", И = п! (т) а’ 5%, 
Г =рУ@ а — ИТ е*), у'= — 6’ — 5%, 
7 = В’Иа’ (1—2?) (1 — созЁ), 2’=— 96%. | 


Отсюда видно, что —2 есть долгота восходящего узла, — узо 
-- 5 = @ есть долгота перигелия, А = П(Ё— 6) - ® есть средняя 
долгота. Далее мы имеем 


1 


Рите о, 


откуда следует, что Г’ есть величина порядка квадрата эксценгриситета 
и, следовательно, весьма мала, если © мало. Наконец, 


74 
ду! 


ь ие } 
1 — ©0571 = 2 51 ы = 


откуда следует, что Х есть величина порядка квадрата наклонности и 
чакже весьма мала при малом Г. Те же заключения справедливы отно- 
сительно Г’ и 1". 

Сделанным преобразованием мы достигаем указанной выше цели. 
Однако мы рассмотрим еще одну новую систему элементов, вводя 
вместо величин Г, у, 7,2, Г’,...,2’ новые переменные &, 2), р, 4, 
&', 7, р’, 9’ формуламн 

#= Г созу, и= ИГ эту, 


р=У 27032, 4=У 27 92. 
Что касается элементов , 4, 1’, 1’, то мы их оставим без измеие- 


ния. Новые элементы также образуют каноническую систему. Чтобы 
убедиться в этом, составим выражение 


Га 7 42 — Е) — рад + Г'ау' + 2'ах' — #9’ — р’а9’. (8) 
Из формул (8) находим 
& 4 = эту созу АГ -- 2Г соз?у 4у, 
откуда получаем -. 
Гау— #1 = Га — 2с05?у) @у— эту созу ЯГ = 4{— зу), 


(8) 
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и аналогнчно 
2—рщ=4(— $ т 22). 


Следовательно, выражение 


Гар-Р 42—20 —р44 =4( - эт 2у Е т 22) 


ссть полный диференциал. Аналогичный вывод получаем и для второй 
группы переменных, вследствие чего выражение {8') оказывается пол- 
ным диференциалом, что н доказывает, что новые переменные также 
образуют каноническую систему с той же самой характеристнческой 


функцией. 
Новые диференциальные уравнения напишутся в внде 


ал 9Е В 9 оЕ \ 

р д в шт 04’ 

Я 9 9 4 9Е 

@ од’ в В | © 
ал’ ое =" ое ар’ ОЕ | Г 
т ро шт 00’ 

ах 9 а _ 06 9Е 

во о те т ор” 


Через эллиптические элементы новые элементы выражаются следую- 
щими формулами: 


А=ВУа, ] 

А = п(ЁЕ-о, 

=И 2а-уг® сз, 

ПЕ == Игла УГ @)зть, 

р Иду 650 059, | 

= = Ул иг-2а - сз 9 Ут 5Ъ, | (10) 

л-вУг, 

И =’ (фт), 

в Узда — УТ е2)созо", 

т =— Изла-Ут-е”?) зто, 

р = ИЗАУТЕЕ Я со )соз, 
ы 


== ие 6037) т 
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Из этих формул следует, что величины 
— 1 Я ри 
Ул’ Ул’ Ул’ уг 


суть малые величины порялка эксцентриситетов, а величины 


В й 


р 4 р 4 
Ул’ ул’ уд’ ум 


суть малые величнны порядка наклонностей. 

$ 58. Разложение пертурбационной функции, Нашей ближайшей 
задачей является теперь выразить функцию Ё, определяемую форму- 
лой (2) илн формулой 


[2 В тт тт, тот 
В орде Кода т я т то? (11) 


в функцин канонических элементов /1, 4, &, 1, р, 4, 1", 1’, Е, 1, р’, а'. 

Ранее уже было указано, что так как координаты планеты в про- 
межуточном движенин не могут быть выражены в функции времени 
конечным образом, то и характеристнческая функция Ве может быть 
представлена конечным образом в функцни элементов. 

Поэтому нам приходится пользоваться разложением функции Е 
в ряд. Этот ряд будет иметь смешаиный характер. Действительно, так 
как в промежуточном движении координаты планет суть периодические 
функции времени, то функция Р будет также периодической относи- 
тельно переменных А и 1’ и рассматриваемая как функция этих пере- 
менных может быть разложена в двойной ряд Фурье по синусам и ко- 
синусам кратных # и №. Коэфициенты этого двойного ряда Фурье будут 
функциями всех остальных переменных и могут быть разложены в сте- 
пенные ряды, расположенные по возрастающим степеням малых величин 


Ё 2) Я 11 р 4 р’ ой 
ПА Те ПР’ И И” ПЖ” ТР ре 


Оперируя указанным образом, мы получим для Е разложение вида 


Е= У 4,0080 ++ Г) + У Вууут0А + Г), 


т эй 


где ] н Г суть целые числа. 

Не вдаваясь в деталн операций, связанных с получением указанного 
разложення, мы наметим только ход этих операций. В выражение ха- 
рактеристнческой фуикции Ё входят обратные величины расстояйий Гоа» 
Гра И Гав, Где Гуа есть раднус-вектор тела А, Гос — расстояйие тела А 
до Солнца С и ль — взанмное расстояние между телами А и В. Коор- 
дннаты тела В относительно С как начала суть @,, 4», @з и элементы 
оскулирующего эллипса орбиты тела В суть Д, 4, &, 1, р, 4. Эле- 
менты оскулнрующего эллниса орбиты тела А мы обозначаем через 4”, 
Я, Е, 1, р’, 4'. Обозначим для симметрии координаты тела А отно- 
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сительно С как начала через 4:, 9., д, (вместо ранее употреблявщихся 
94» 9» @в). Тогда расстояния Га, Гса И Гаь определятся формуламн 


аа +9: + 43, ] 
ть 
.= Е! ЕР + 


2т, 
т = т (4, 939: + 993), | 2) 


т 
п (пт ученая +9 +9: — 


2т, 
ре =. 2 = (ЧЕ 929» + 9395). 


Используя формулы эллиптического движения для тел |. ий В, мы 
можем ть координаты 4, 9з, @з и и Е 4: по степеням ве- 


2) 
личин ь в Ч Е 2 р т. е. по степеням 


Ул у Иа И” ИР И а уд” 

малых величин порядка эксцентриситетов н наклонений оскулирующих 
орбит. Коэфициенты в этих разложениях будут пернодическими функ- 
циями средннх аномалий или средних долгот А и Я, которые могут 
быть разложены в ряды Фурье по кратным дугам Ян. Отаюла и 
получается для РЁ разложение вида (12). 

Если в выраженин пертурбациониой функции Ё’мы сохравим только 
члены первого и второго порядков относнтельно малых масс Ша и Ть и 
оренебрежем всеми остальными члеиами, то мы может положить 


92-9 4 9-92-96 — 29,9, + 980; + 995, 


›: 21 # . р 
По +4 Ри (99: Е 99; + 4:05, 


откуда, с той же степенью приближення, находим 
ПВ 
4 И в и Ви ы- 
= |1 = (91% 1 9% т 9343 = 
Теа Та оаИИЕ ы 
1 ть я > ,. о 
= р 4 +9% +9. 
за с ва 
Таким образом выражение для Е с точностью до членов второго 
порядка включительно, относительно масс, может быть написано в виде 


Г В* тат ь р ду т 
Зри + Зин Ф,б- 44 +. (13) 


Е 


Координаты 4; н 4; могут быть разложены в рялы, как указано яыше. 


а 
Разложение для -_-› а следовательно, и для 5 непосредственно бе- 
94 ра 
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рется из рядов эллиптического движення. Наибольшую трудность, впро- 
чем чисто технического характера, представляет разложение обратного 


взаимного расстояния, т.е. велнчины —. 


е”: 
Поэтому в выраженни (13) для Е различаюг две части: основную 
часть Ру 


Ву = о (14) 
Тоъ 
и дополнительную часть Ро 
В: 6 тот я - ь, 
Е Эна? Ч рля т (4,4: + 9.4. -Е 4.4,). (15) 


Разложнм квадрат взаимного расстояния в на две части, полагая 
‚2 а 
Та = 5 НЕ р 


тде 5 содержит только члены, не завнсящие от &, 1) ит. д., т. е. 
не зависящне от эксцентриситетов и наклонений, а } содержит все 
остальные члены. Очевидно, что 


© 6 = 4? -- а"? — 2а4' с0з(4— 4). (16) 


Е 
Разлагая = по степеням й мы получим 


5 
т, 
и а Я ЕТ 2 
тде }— первого порядка относительно эксцентриситетов и наклонений, 
Ё— второго порядка относительно тех же величин и т. д. 
Выпишем теперь окончательные выражения для Ру и ГР», ограничи- 
ваясь членами ВР то и ить порядков относительно ве- 
Ы 1 р’ 9 гс 
ул’ уя’ т ут ул?’ ул’ Уд’ ил’ 
относительно эксцентрнситетов и наклонностей оскулирующих орбит 
тел Ви А. 
Для величины Р, мы получим следующее выражение (17): 


личин 


Е, = Дпать { г + 


-- = [оз — аа’ соз 1’ = аа’ сс5 (24—12) + 

+ | озшА-Ь 8 о’ И — 2 ва’ в — 4) | 
та д а 2 

Е 1 [а с0зй'— 3 аа’созд + * аа’соз 21—41) |-- 
УЛ 2 2 2 ( 

ие ат + 3 аа’зтА— 2 аа’ ма (21° — 2 = 
У’ 2 р ( ] 


ы ай 1 Е а ы ВЕ к 
+( д) | д [Е са 48° с (А+) аа" с08{4— ^) Е 


РАЗЛОЖЕНИЕ ПЕРТУРБАЦИОННОЙ ФУНКЦИН 225 


+ 2 508 24 -- аа’ с05 (34 — 4’) + 


15 р р: В кри я 
+ я: [2 ан т аа" — . 03а" соз (4-й) — Ра" сз (4—7) 
р 


8 да 9 2 21 2710.2 т 
Ней 6052 — 2 аа * 0527 - 16 аа 60594 


— = 42а"? с03(22 — 27) -- 3 аа’ с0$ (34 — 1) + 
в 020’ 05 (44 — 21) | | т 

Н е у [ - а? Е ва’ соз (А-{ 2’) — аа со (#—') — 
— а? с0$ 24 - @а’соз(3й 2+ в а‘ - г 


аа’? а 


9 @3а' со$ (1-51) — 3 аа’ соз (1—2 3 аа соз 21 — 
4 2 8 
— г 4‘ с0524— Е 42а"? с05 3” — аа" 605 (24 — 24") — 
— 5 93а" с0з (34 — #') — 8 а?а"? соз (44 — 27) ] + 


В ПН же ПИ И 

Руд а {а эт (А-Я) — 5 а яв 24 — аа мп (34—)|+ 
р [Е ава эт (1 2) —5 8 ан 27 2 ва"? 5 В 
45 


—% а?" тай — > аза’ т (31 — #')— 


_8 42а"? эш (4 — 21) | 


в Е Е | - а? :-аа’ 05 (4 +7) — 1’ 031 — + 
Е 2 И Эт , Е ГЗ 415 о 
4 60327’ 5 04'с05(34 2) + т [2 ава 


— я ва" соз(4--2') — г ва’? со$ (1—1) т а" со524' — 


пони 80 
— а?а'?соз 24 ы 020" 0521 — г аа’ соз (24'—2й)-- 


® 8 Ш 3 2.2 вы ] 
- р 94а" с03 (34 Со с0$ (4# 2%) |+ 


й ИС : , , ’ 

у-ва с0$ (#4 и 60$ (1 — 1") — 
не — За’ и Е инь 
+2 3 та" 9 2 ва соз (4-2 )-3 аа’? соз (4—1) — 
Щ8 с05 27" ао" с05 24" — т ато" с0524 — 


15 дубошак 
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9 пел , Эй , 
— 0 2 0$ (24' — 27) — 1 ва”? с05 (34 — 1) — 


Е р , 
— ва 2 соз (44 — 24) ] |+ 


ы- < [4 аи (1-1) — т. эщ 24’ — ао $11(38" —2] + 


РЕ [ аа’? зн (1-5) а“ 527 + т ва" 51 2й' — 


21 а 13 , 
= 92а” эт 2А— з аа” эт (3 — А) — 


— 3 ай (4 — 22] }+ 


рн | 2 А С0327 ПСО 
4 4 4 


и аа’ с0$ (24 ты 2 [-- Е аа" ы аза' 
Е г аа”? со5 (4+ 2") + 1 12а'* соз (4 — 1) — 


9 о НР , 
— 14а с0824- аа”? 0521 — т аа"? 0521" + 
- 3 За’ со; 24" г ва’ соз (24 — 27") + 
= р за’ сз (2#— 2) — > 20’? соз (34 — 1’) — 
— 2 ла" сов (3' — + - а2а"? сов (34 — 3 | }+ 
7’ 


2} 
Тулу 


Пт п ВАР Ве , 
аа аа’ с0$24 -- = аа’ с05 24 
[ а: 14 Е 


нь : аа’ соз (24 21’) = т [-- й а. ва’? 


То о. р 
— ам 2 оз (4 4') + `5 44” соз а м- 


9 з Е 
1 84" 0524 —4 аа" соз 24 0а'3 с0527' — 


— : 23а’ соз 2’ -- аа’ с05 (24 — 24") 
т : ва" сз (24 — 21’) о а?а”? соз (34 — #)- 


+ й а?а'? с0$ Я —^) +3 Ра с0$ (34 — 37] } + 


ав 2 . 1 — 21' 
— а [+4 аа’ 92+ аа’ эт 24" ит. 1 а "51 (24 2] + 


ты 
4 


= ова' эт 24 — т 3 па зт24 а 9 да’ эт 24’ — 


Е Е. эт (А - 1") — 33 ава"? зт(#— + 
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— оза’ эт 28’ +3 аза’ эт (24 — 2%) + 


+% аа’ эт (24 — 2") +5 ата"? эт (34 — #')-+ 


+9 а? эп (8 — 9+ 8. ваз (32—37 }+ 


в | [2 аа’ зт24 + 3 аа’ т 21’ р да’ эт (21 — 21) + 
+1 [В ийзиачь я) — Воийяна 9+ 
в 
-- ы аа'3 эт 2 — : За’ зи1 21” -- 1 сова’ эт 24 — 


= т ва? зт2А- 8 па’З зп (2 — 2А) 


-- 3 ва’ т — 2) + 3 ава эВ — 2) + 


+9 ва (84 — 2) + 3 ай и (3' — 34) }+ 


9 т д [-аичок@ 4-2) -— 1 ашиоов@ — + 
9 [гаи @-- 2) + 


р 
ул уд рт 
и Е 2 и сов4-9-— Т к + 


м [а со) а" сов) + 
9 11| _Тота , 

+ | + вай зи Ч 2+ 

рр 1 

т ут = ОН 0$ (. ›]+ 

в — [ши сова--#) + ва сов@— 2+ 


д 
ПЕР РЕ р ва’ т (АН) + - аа’ зщ (#— 2) = 
о 
нЕ [а *зш (ЯН 1" — 1 да’ эт — 1}. 
Рот уа 8 В” 2 ‹ ) 
Аналогичным образом напнщем выраженне (18) для величины Ро 
Ттыпе тете Е й 
те те, ть 605 —А 
# 2а 2а' в @ ‘ и 


[29а |+ 
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а [2 (22 — 2) |+ 

НУР [= соз 4 : соз (21' 2+ 

+ т [ад + + чай 2 |+ 

Е" [- 55 005+ 1-Е 005 (1—2) сов (8 — 2+ 
В, | оз (2 + 21) + 1005 (4—1) +5 с0$(3 2 | 
и О 28 и ш(32 — [+ 


—— 5 05 (#-- д) со (1 — ыы 05 (3% — 5 + 


+ 
ие: 
а 2" 
о 
ты =— м? 


+0) ев + соз(8' — 2) [+ 
Е т яп аа (32 —2| + 
рено ›| + 
Ня У =|- 3 05 24 —с03 (2 — 22 и 
| 3 124 — зи (24 2) 
УЕ я [- 35121 — 511 (27' — 21) + 
+2 [- са) То @ — 19+ 
+) [сс +2] + +15 — 1+ 
уу чи -+ 2) |+ 
+) [15-й 9] + 
Не" [+++ — 2) + 
не ша 
И ЕВ 


тя [+1 со5@ +2) 1 сз (2—1) |+ 
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ны. [аа +2) чаи 2) ]+ 


Ул ул 
ИВО 1 2" о Аа = 
НЕ эт [555 ++) о 9 (7 2}. 


Входящие в эти разложения большие полуоси @ и а’ оскулирующих 
эллипсов связаны © элемеятами 4 и 1’ формулами 


в де 
==, а’ = ри - 


8 59. Основные принципы теории возмущений. Рассмотрим форму 
{13) функции Е, которая может быть написана следующим образом 


тут, | Рот, тот ПТоть 
т т 
2а т т 


(4:0, - 9:4, Е 4-95) (19) 


Так как, но предположению, массы Ша и Ть весьма малы по сравнению 

с массой Те, то два последние члена в выраженин для Е суть второго 

порядка относительно малых масс. Каждый из двух первых членов вы- 

ражения (19) содержит множителем только олну нз малых масс. По- 

этому совокупность этих членов, которую мы обозначим через 
пут Тс 


Ро= 


2а и ^ (20) 


есть малая величина иервого порядка относительно масс. Образуя правые 
части уравнений (10), определяющих изменения оскулирующих элемен- 
тов, мы видим, что частные производные от Ру войдут только в уравнения 


ай ве ФИ _ _ р 
о и о и 
В остальные ‘уравнения производные от Ро не войлут, а поэтому про- 
изводные от Ди АД’ будут величииами первого порядка относительно 
масс, а все остальные пронзводные будут содержать в своих выраже- 
ниях множителем величнну ШаТь н поэтому будут величннами второго 
порядка относительно масс. 

Положим 


в=ИР&, з=УР®), р=УВФ», 9=УВ®, А=8, 


а о О РО и 
гу (Е), '=УР@, р’=У В’, 4'=У 1’ @°), 4'=В'(45. 
Тогда, вместо системы (10), мы получим следующие уравнения: 
4(2) _ де 4) _ _0Е 
Ра» = Е 
(р) _ 9Е @ (а) Е 
а 9(а) Ва (р) , 
Я в’). — 92 (22) 
а 06)’  — 9 
„@(р’ . 
В (2°) 92 8" — 02 


4 = 9) 
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4 бе 0 Е } 
= То т (> | 
А) _дЕ ‚444 _ 8. | (23) 
о И Во } 


Отсюла следует, что все правые частн уравиеннй (22) содержат 
миожнтелем величнну И ь. Так как мы нмеем приближенно 


В = Иль Уть, В" = по ть, (24) 
то выражения для производных от (&), (9), (р) и (4) содержат миожи- 
телем массу Ма, а выражения для производных от (#'), (17), (ри (@° 
содержат множителем массу ть. 

На этом свойстве уравнений возмущенного движения осиована клас- 
Сическая теория возмущений, которая, С математической точки зрения, 
является не чем иным, как методом приближенного ннтегрирования урав- 
нений движения путем последовательных приближений. 

Метод последовательных приближений вытекает из следующих со- 
ображений. Положим сначала массы ти и ть равными нулю. Тогда пра- 
вые части уравнений (22) также делаются равными нулю, откуда сле- 
дует, что величины (ё), (1), (р), (@), (2°), ('), (2’), 4”, удовлетворяю- 
щие этим уравнениям, нмеют постоянные значения для всех значений 
времени. Если массы Ту и ть не равны нулю, но весьма малы по срав- 
нению с массой Те, как мы это и предполагаем, то правые части урав- 
нений (22), нмеющие множителямн одиу из этих масс, будут весьма 
малы. Отсюда следует, что величины (5), ©), Ф), @, (&, 67, (р), 
(4’) изменяются чрезвычайно медленно, а поэтому, по крайней мере в 
течение некоторого промежутка времени, сохраняют значення, близкие 
к своим начальным (постоянным значениям). 

Поэтому в первом приближении мы можем заменить все величины 
(2), ©), (2), @), (6), ©), (р’) и (42) в правых частях уравнений (22) 
и (23) их постоянными начальнымн значениями. Те же соображения 
справедливы и для уравненнй, определяющих величины (4) и (44°, 
т. е. большие полуоси оскулирующих орбит. В первом приблнженни 
мы можем заменить в правых частях уравнений (22) и (23) (44) и (.’) 
их постоянными начальными значеннями. 

Рассмотрим теперь уравнения, определяющие средние долготы ди й" 

в - т я В: о (25) 
(Л) ИГ 914”) 

Полагая в правой части первого из уравнений (25) т. ==0, ав 
правой частн второго ть = 0, мы получим, в силу выражения (19) 
для Е, следующие уравнения: 

ай Ты. „ 42’ Ттате 26 

Ва = тар › Рае = из › С 
которые соответствуют невозмущенному движению планет. 

В снлу формул (24) мы можем также написать 


[7 © Ур, ь ай У, (27) 
Г (пу а (7 
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В невозмущенном движении (4) и (') постоянны. Обозначая эти 
постоянные зиачения через. (4) и (46) и полагая 


Ут, ‚УМ 


а ео в 
мы имеем 
ал 
ЯП 
откуда получаем 1 4 
= по(Е-Н то), = по (ЕЕ), (29) 


гле о и 70 — постоянные интеграции. 

Таким образом первое приближение получается окончательно сле- 
дующим образом: в правых частях уравнений (22) и (23) заменяем ве- 
личииы (2), (т), (р), @, (=), (2), (р’), (9), (44) и (1) их постояиными 
начальными значениями (&0), (%), (Ро) (40), (5), (тю), (ро), (40), (7) 
и (5), а величины А и А’ выражениями п(Е-уо), п’ (Е-Е то). Тогда 
правые части этих уравнений сделаются известными функциями времени, 
и уравнения решаются посредством простых квадратур- Полученные В 
результате интегрирования функции и составят первое приближение 
нашей задачи. 

Чтобы получить второе приближение, мы опять обратимся к уравне- 
ниям (22) и (23) и полставим в их правые части вместо величин (2), 
@), (р) (9, ©), (©), @), (4), (4), № Х их выражения, полу- 
ченные в первом приближении. Правые части уравнений опять сдела- 
ются известиыми функциями времени и их интегрирование опять совер- 
шается посредством квалратур. Это интегрирование доставит второе 
приближение задачи. 

Таким же образом можно получить третье, четвертое и последую- 
щие приближения. Вообще мы получим какое-нибудь приближение но- 
мера К, если подставим в правые части уравнений (22) и (23) вмесго 
величин (8), (®), (р), (9, (4), 4, (2), (1), (2), @), (2), их выра 
жения из приближения номера К—1. 

Залача была бы полностью разрешена, если бы улалось, во-первых, 
Зоказать сходимость указаиного процесса получения приближений и, 
во-вторых, если бы удалось получить оценку погрешности, которую мы 
делаем, принимая за истинные значения искомых функций их выраже- 
ния, лоставляемые каким-нибуль приближением. Олнако ни та, ни дру- 
тая задача не разрешены еще и в настоящее время. Таким образом, 
< математической точки зрения, задача остается совершенно не разре- 
шенной. 

Однако на практике описанный метод, или ему аналогичиые, по- 
стоянно применяется, причем астрономы в большинстве случаев доволь- 
ствуются только одним первым приближением, так как получаемые та- 
ким образом результаты обычно достаточно хорошо согласуются с на- 
блюдеииями. 

8 60. Первое приближение. Возмущения первого порядка, Мы 
видели, что пертурбационная функция Р может быть разложена в сте- 

‚ р 
пенной рял, по степеням малых величин ГО р ИВ — 


Улд’Ул ’ Ил’ У4”" 
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р ы 
Ул’ ул’, 
ские функции от средних долгот Ди 7". Это разложение мы можем еще 
представить в следующем общем виде: 


и Рив (Е И пр рр я 
о (5) т. (57) (=) ы 
г рр ем 

ху) =! а Е) : 
тде целые числа Е, |, К, [, Г, |’, К’, Г принимают значения и. 
2, ..., со, а коэфициенты А зависят только от Л, 1, Л’, 1". Вволя 


вместо неизвестных функций величины, определяемые формулами (21), 
мы представим Р в виде 


РС а вр 


где в выражения коэфициентов А всюду лолжны быть подставлены 
(4), (2), (7),..., вместо Л, &, *,... 

Обозначая тогда какую-нибудь из величин (2), @), (р), @), (='), 
(7’), (р’), (4') буквой Е, мы получим уравнения вида 


р 
ут’ причем коэфициенты этого ряла суть периодиче- 
ра 


(30} 


аЕ 
В ЕП — | 
где ] есть частная производная от Е по какому-нибудь из элемен- 
‚ , р ’ 
тов ($), (#), (р), (а), (&°), (*”), (Р”), (@°). 

Так как члены первого порядка относительно масс в Е зависят 
только от Ли Л", то } необходимо содержит множителем произведе- 
ние масс тТоть. Но р (или р’) также содержит множителем олну из 
масс. Ноэтому после сокращения мы будем иметь уравнение вида 


ЧЕ _ т 
тр (32) 
где 7 содержит множителем только одну из малых масс. Полставляя в 


{ вместо элементов (&), (1), (р), (4), (4), (Е’)... их начальные посто- 
янные значения, а вместо долгот А и Я’ выражения пр ((-- жо), по (Е 
+ 20) и интегрируя уравнения вида (32), мы получим первое прибли- 
жение элемента ло формуле 


Е= В+ а, (83) 


где Е, — начальное зиачение Е (при Ё=4). Обозначая разность 
Е— Е = БЕ, мы получаем 


1 
вЕ= Л Та. (34) 
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Величина Е. -- 0Е навывается нервым приближение функции Е, 
а величина 9Е, представляющая разность между первым приближением 
Е и ее начальным значением, называется первым возмущением элемента Е. 
Так как У содержит множителем олну из малых масс т, и т, то 
величина Е есть малая величина порядка возмущающей массы 1), а 
поэтому обыкновенно называется возмущением первого порядка зэле- 
мента Е. 

Если мы найдем второе приближение, то получим формулу вида 


Е==Е, + 8Е 4+ 9®Е, 


гле величина 5 Е будет уже второго порядка относительно малых 
масс т, и т» а поэтому и называется возмущением второго порядка 
и так далее. 

Остановим наше внимание на возмущениях исключительно первого 
порядка. Как уже было указано, мы получим возмущения первого по- 
рялка элементов (&), (#), (2), @), (Е”), @”), Ф’), @”), если подставим 
в правые части уравнений (22) вместо элементов их постоянные началь- 
ные значения, а вместо средних долгот Я и А’ выражения яз (Ё-- ур) 
и п. +7). Точно таким же образом получаются возмущения первого 
порядка величии (4) и (/'), так как в правые части этих уравнений 
входят производные от {и 1". 

Но несколько иначе обстоит дело с возмущениями первого порядка 
средних долгот. Действительно, чтобы получить возмущения первого 
порядка величин ЙА и #1’, нег необходимости принимать во внимание 
всех членов разложения функции Ги достаточно ограничиться в этом 
разложеиии только членами первого порялка относительно масс. Иными 
словами, для получения возмущений первого порядка величии Ди 4* 
мы можем заменить в уравнениях, определяющих эти величины, функ- 
цию Р величиной Ру. Тогда для определения ЙА и А’ получатся урав- 
нения (27), в которых только (4) и (°) будут уже не постоянными 
величинами, а функциями времени, получаемыми из первого прибли- 
жения. 

Обозначим возмущения первого порядка величин (4) и (.4”) через 
Л и 8’. Тогда в первом приближений мы будем иметь 


Фед, = 8". (35) 


Подставляя выражения (35) в уравиения (27) и разлагая правые 
части в ряды по степеням малых величин 6 и д’, мы получим, пре- 
небрегая членами выше первого порядка, следующие уравиения: 


я Ут _ Ут ва } 
@ (Ау (доз (4) Е 
а’ _У те 3 Илт. дд’ 66) 


Ч (д (дз м)’ | 


т) По крайней мере в течение некоторого промежутка времени 
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откуда, имея в виду обозначения (28), иаходим 


А = т @-- 7) — в» 5. | 
} 


еб 
(и ` 


(37) 


Иан) —3п 
Ц 


Так как 8 и 8’ суть малые величины первого порялка относительно 
‘масс, то величины 


й 1 
5А 
94 = — по (Е Уд) = — 3 о | 
и (38) 
г р 6 д: 
04 = 4" (Е --у) = — Зяь 
шеи) Ле | 


также будут малыми величинами первого порядка относительно масс и 
поэтому доставят искомые возмущения первого порядка средних долгот. 

Найля возмущение первого порядка всех элементов, мы представим 
эти величины, как явные функции времени, в следующем виде: 


(Ф=(Мо-Е 84, (4) = (Ио + 54°, р 
(© = (0-Е 64, (= (Нах, 
(= (@0 + 6, (= (я) ау, 
Се Ее (М 
(9) = (99-Е 64, (0') = (0-44, | 
= по (ЕН У -- 8, Инь НЕ 94, | 


хле 


ут „ит 


п, 


и т. 


По этим формулам мы можем вычислить прибчиженные значения зле- 
ментов для моментов времени, не слишком удаленных от начального 
момента & 1). 

После этого без труда определяются эллиптические элементы оску- 
лирующих орбит тел В и А, а затем, по формулам эллиптического 
движения, определяются положения этих тел и их скорости. 


Пусть Е обозначает какую-нибудь из величин 


р В, Ч ров Ч Во 


1) На практике оказывается, что формулы (39) годятся в течение, по мень- 
лией мере, нескольких сотен лет. 


ПЕРВОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 285 


Тогла диференциальное уравнение, определяющее Е, будет иметь вид 


ЧЕ год В ре ри 
ще (А, 4 6, з, р, 9, ”, 1", 5", 1, р’, 9°), 


гле ф есть периодическая функция относительно Й и #', а поэтому мы 
можем написать предыдущее уравнение в виде 


Е +, #) . иде 1" 
= У 8 соз [+1 + 5% *]. (46) 


Для каждого элемента получается уравнение такого вида, и правые 
части всех таких уравнений содержат множителем одну из малых масс т, 
и т,. Поэтому, чтобы получить возмущения первого порядка для эле- 
мента Е, мы должны заменить в правых частях уравнений вида (40) 4 
и Я' выражениями я, (#-- у), но(Е- ро), а все остальные элементы их 
постоянными начальными значениями. 

Уравнение (40} примет вид 


ЧЕ ыВ Ё т ; ое на 
че = У В оз [о -Е Ри ЕЕ що мур], (41) 


где 


г) ре . . 
В, 2, ы › оз Пу У № 


суть постоянные величины, а Ё и {’ суть целые числа, принимающие 
значения 0, 1, 2, ..., 55. 

Интегрируя уравнения вида (41), мы получим лвя элементов выра- 
жения следующего вида: 


< К," ре 

= У Вэн [о Рид вирь РАНГЕ] + СНЕ» (49) 
Но -- Рю 

гле С обозначает тот единственный член в правой части уравнения (41), 

для которого {= =0, и Е; есть постоянная интеграции, которая 

должна быть определена таким образом, чгобы при # =& элемент Е 

принимал свое начаньное значение. 

Выражение (42) для элемента состоит из двух качественно различ- 
ных частей: 

1) из члена СЁ (С — постоянная), который неограниченно возра- 
стает вместе со временем и поэтому называется всковым возмущением 
элемента; 

2) из члена вида 

в. 


1. 


который представляет собой периодическую функцию и поэтому назы- 
вается периодическими возмущением. элемента. 

Вековое возмущение элемента неограниченно возрастает вместе со 
временем. Однако С содержит множителем малую массу и поэтому есть 
весьма малая величина. Таким образом вековое изменение элемента про- 
исходиг чрезвычайно медленно, и так как формулы вида (42) непри- 
годны вообще для всех значений времени, то в первом приближении 


ЕС за (по -Ё 210) Е-Ё поро Е Рщуо--О® 
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вековые возмущеиия не могут, в течение конечного небольшого про- 
межутка времени, значительно изменить начальное значение элемента. 
Отметим еще раз, что выражения вида (42) получены нами только 
в первом приближении и что действительный вид функции, характери- 
зующей изменение элемента, нам не известен. 
Рассмотрим теперь периодическое возмущение. Это возмущение со- 
стоит из суммы (теоретически бесконечной) членов вида 
2,1 
На зи [по -Н Рибде+-...], (43) 
нь Ито 
каждый из которых называется перподическим неравенством элемента 
или просто неравенетвом. 
Итак: 

Возмущение первого порядка какого-либо элемента разла- 
гается на вековое возмущеиие и сумму неравенств, которая 
дает пернодическое возмущение. 

Всякое неравенство имеет амплитуду, равную 


| 5®о | 


| то -- Ио | 
и период, равный 


2л 


То-то 


Величины В содержат множителем малую массу, а следовательно 
суть величины весьма малые. 

Поэтому, вообще говоря, амплитуды периодических неравеиств весьма 
малы, и периоды их не велики. Однако может случиться, что средние 
движения планет т и 15 имеют такие значения, что найдутся два такие 
целые числа Ё и Г, что мы будем иметь 


о -|- Ито == в, 


где = — очень малая величина. 

Тогда соответствующая этому неравенству амплитула может иметь 
заметное значение, а период будет весьма велик. Такого типа неравен- 
ства называются периодическими неровенствами долгого периода, или 
долгопериодическими неравенствами. 

Неравенства первого типа, т. е. неравеиства с малыми амплитудами 
и небольшими периодами, называются неравенствами короткого перизда, 
или короткопериодическими неравенствами. 

Наконец, могут иногда встретиться случаи, когда можно найтн такие 
два целые числа ё и Г, что мы будем иметь соотношение 


то и =0. 


В этом случае, в правой части уравнения (41), появляется еще один 
член, не зависящий от времени, который может быть присоединен 
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к члену, для которого #=0, # ==0, и который приволит к вековому 
возмущению. Окончательно мы можем установить следующее: 
Возмущение первого порядка каждого элемента слагается, 
вообще говоря, из векового неравенства (векового возмуще- 
ния) суммы короткопернодических неравенств с малыми ам- 
плитудами и из долгопериоднческих неравенств, которые мо- 
гут получать болышне (по сравнению с массами Та и ть) чис- 
ловые значения. 

Случаи, когла й% +- Г ==0 при ЕО и Г-Е0, могут встретиться 
только при строгой соизмеримости средних движений лвух планет. В сол- 
нечной системе известен только один случай подобного рода, а имеино 
в системе спутников Юпитера. Случаи, когла й% -- "п, есть малая ве- 
личина, встречаются гораздо чаще. В качестве примера приведем случай 
Юпитера и Сатурна. Мы имеем для Юпитера н, == 299", и для Са- 
турна и, = 120",5. Отсюда находим 


21 — 5но = — 4", 3, 


что представляет величипу, в 70 раз меньшую, чем И, и в 28 раз мень- 
шую, чем п. В возмущениях первого порядка элементов этих планет 
появляется поэтому  долгопериодическое неравенство, © периодом 
ре — 860 лет. 

$ 61. Отсутствие вековых иеравеиств в возмущениях первого 
порядка больших полуосей. Рассмотрим, в частиости, возмущения пер- 
вого порялка больших полуосей, т. е. величин 1 и 1’. Диференциаль- 
ные уравнения, определяющие эти величины, имеют вид 


ад _0Е 


шв, `- 


Фупкция Е, как уже указывалось выше, может быть представлена 
в виде ряда 


Е = У Асоз(й + #1’ + 0), (45) 


где Аир не зависят от Ди #". 

Члены разложения ряда (45) могут быть разделены на следующие 
группы: 

1) Один член, для которого =! =0. Этот член не зависит от 
ди". 

2) Группа членов, для которых 2==0, но #520. Эти члены не за- 
висят от # и имеют вид Асо5(ЁА” - О). 

3) Группа членов, для которых 2520, но #=0. Эти члены не за- 
висят от 1’ и имеют вид Ас0$( -- О). 

4) Группа членов, для которых #520 и #20. 

Вычисляя частные производные от Ё по {и Й’', мы видим, что про- 
изводные членов первой группы равны нулю для обоих уравнений. 
Производные членов второй группы равны нулю для уравнения м = 


и производные членов третьей группы равны нулю для урав- 


т. 
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, 
нения = я. Допуская, что средние движения 0 И По несоизмеримы, 
т.е. что ни для какой пары целых чисел фи Г’ не имеет места равен- 
ство у -- Ёп =0, мы видим, что производные членов четвертой 
группы не равны нулю для обоих уравнений. 

Таким образом уравнения (44) примут вид 


"= У! Ачц( 24" -- 0), че = У (+ +0’), (46) 


где в правых частях заведомо отсутствуют члены, для которых 
{= ==0, т.е. члены, не зависящие от 4 и 4’ одновременно. 

Чтобы получить возмущения первого порядка величин Ди 
Л', мы должны заменить в уравнениях (46) Й и Я’ выражениями 
то(Ё-- 7%), по(Ё--уо), а все остальные элементы их постоянными на- 
чальными значениями. Тогда уравнения (46) принимают вид 


= = у Аозш[(то -- т), 
= = за РН [22 Ен) В 


(47) 


где Я. 2 Бо и О, суть постоянные числа. 
Интегрируя уравнения (47), получаем 


А И ое 
—ы У то Ри (08 К Е РПОЕ-- Ба -- сои, 
А. (48) 
д 
а Усе [то -Е 2) ё+- Ба - совяь 


Эти выражения не содержат членов, помноженных на время, так как 
в уравнениях (47) комбинация #5 - Ги, = 0 исключается, что приво- 
дит нас к следующему важному выводу: 
В первом приближении большие полуоси оскулирующих 
орбит планет не имеют вековых возмущений. 

Таким образом болышие полуоси (в первом приближении) совер- 
шают только периодические колебания около своих средних значений, 
и амплитуды этих колебаний вообще невелики, особенно если не имеет 
места случай, когда йц -- Ёи, есть малая величина. 

Вспоминая формулировку теоремы Лапласа, приведенную в главе 
восьмой, мы можем теперь сказать, что в первом приближении, т. е. 
рассматривая только возмущения первого порядка, мы доказали устой- 
чивость солнечной системы или, по крайней мере, системы планет. 

Естественно возникает вопрос © том, как обстоит дело с вековыми 
возмущениями полуосей в последующих приближениях, и другой вопрос, 
еще более существенный, о том, можно ли утверждать, что в действи- 
тельности большие полуоси совершают только малые колебания около 
их средних значений. Но этому поводу можно сказать следующее: 
можно установить, что во втором приближении болышние полуоси также 
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не имеют вековых возмущений, олнако такие возмущения были найдены 
в трезьем приближении. 

Но все эти результаты не могут дать никакого ответа на последний 
вопрос, так как тесно связанные с ним вопросы о сходимости рядов, 
определяющих истинные значения элементов, до сих пор остаются не- 
разрешенными. 

Можно заметить, что применяемые нами методы вообще не способны 
разрешить эту задачу. Эти методы — методы последовательных прибли- 
жений, без исследования сходимости рядов, годятся только для прак- 
тических вычислений положений планет, да и то в течение весьма 
небольшого промежутка времени. Вопрос об устойчивости солнечной 
системы, вопрос, весьма важный для космогонии, можег быть разрешен 
только методами качественного анализа, и никакие вычисления, сколь 
бы они ни были обширны, сколько бы они не охватывали членов в раз- 
ложениях, играющих роль в этом вопросе, решить проблему об устой- 
чивости солнечной системы принципиально не могут. 


ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 


ВЕКОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 


$ 62. Другая постановка задачи о вековых возмущениях эле- 
зментов. Как мы видели в предыдущей главе, в первом приближении 
для элементов оскулирующих орбит планет получаются выражения 
в виде суммы ряда периодических членов и члена, содержащего мно- 
жителем время. Члены последнего типа, названные нами вековыми во3- 
мущениями, или вековыми неравенствами, входят в возмущения пер- 
вого порядка всех элементов, за исключением больших полуосей. Эти 
члены появляются в силу того, что в разложении пертурбационной 
функции (характеристической функции Е) имеются члены, не зависящие 
от средних долгот, т. е. не содержащие явно времени 

Ноэтому, если мы пожелаем сосредоточить наше внимание только 
на вековых возмущениях элементов, то мы можем отбросить в разло- 
жении функции Ё все члены, содержащие явно время. Пользуясь затем 
методом последовательных приближений и ограничиваясь только первым 
приближением, мы получим, разумеется, для вековых возмущений эле- 
ментов те же самые выражения, содержащие мпожителем &, как и раньше. 

Но задачу об определении вековых возмущений можно также поста- 
вить несколько иначе, а именно следующим образом: выделим в разло- 
жении пертурбационной функции Р все члены, приволящие в первом 
приближении к вековым возмущениям, т.е, все члены, не зависящие от 
средних долгот А и 1’, и обозначим совокупность этих членов симво- 
лом [Е]. Очевидно, что [Е] будег функцией от всех элементов, кроме А 
и Я’, и представит собой ряд, расположенный по возрастающим сте- 

г и 


ее й 
Ул’Уа’`” ул’ ух 
(10) предыдущей главы функцию Р функцией [Е]. Тогда эти уравнения 
напишутся следующим образом: 


‚... Заменим в уравнениях 


пеням величин 


а аЕ о №_ Эм \ 
ГИ А пр. бб Пе т о| 

#_ ом _ ом 4 ОЕ] | 

РИ ДО ПРЕ О бр ' 

р е_ ом _ ом } (1) 
т и — Я 94’ ' ] 

и __ м @_ ОВ 4’ [Е] 

Ч ие В Бо 2 др’? 
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и прежде всего мы из них найдем 
д=И=сопзь Л’ = Л, — сопз(. {2} 


Так как функция [2] не зависит от фи А’, то подставляя в ее вы- 
ражение вместо Д и Л’ нх значения (2), мы сделаем эту функцию 
зависящей только от переменных &, 1, Р, @, Е, %', р’, 9’, вследствие 
чего из системы (1) выделится вполне независнмая система следующих 
уравнений: 


а ом ш_ о ФО 4__ 0 
о оо в Ш. ь 
а о ат эн ом 94 9 [Е] (3) 
а 01’? а — дЕ * РП 90’ ' ВЕ ор’? 


интегрируя которую по основному методу последовательных приближе- 
ний, описанному в главе девятой, мы н получим выражения для веко- 
вых возмущений элементов &, 17, Р, @, 2", 1’, р’и 4’. Эти выражения 
можно написать следующим образом: 


ЭГЕ —. Па 
ое (А а т 
нее ме | 
Е 28 ГЕ] 
ат -—| Е ь А № 
пе вен 
где символ бе обозначаех вековое возмущение элемента, а символ 


{т ыы и ему аналогичные, обозначает результат подстановки в вы- 
ражение частной производной вместо величин Ё, %,... ИХ начальных 
значений &, 27, ..- 

Уравнения (3), определяющие только вековые возмущения элементов, 
мы можем назвать уравнениями вековых возмущений, а функция [Ё), 
являющаяся характеристической функцией этих уравнений, может быть 
названа вековой частью пертурбационной функции. Так как уравнения (3) 
значительно проще полной первоначальной системы, то невольно возни- 
кает мысль, — нельзя ли получить из этой системы более точные выраже- 
ния для неизвестных функций, чем те выражения (4), которые получа- 
ются в первом приближенни по методу последовательных приближений. 

В развипиш этой мысли и заключается та другая постановка 
задачи о вековых возмущениях, о которых мы говорили выше. 

Рассмотрим несколько подробнее строение функции Е, первые члены 
разложения которой выписаны в предыдущей главе. Эта функция пред- 
ставляет собой ряд, расположенный по возрастающим степеням вели- 
чин ето Е в Ее 

Ул’ ул Ул’’ ул” 
В этом ряде имеются члены, не зависящие ол величин = ь = +: 


. и, фактически, бесконечный. 


16 дубошин 


ю 
=> 
ю 


ВЕКОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ 


‚ , 

т : Е ‚›..-.о Затем идет совокупность членов первой степени от- 
носительно этих величин и, наконец, совокупность членов второй сте- 
пени. На этом выписанное нами разложение заканчивается. Если бы 
разложение было продолжено далее, что представляет чисто техническую 
задачу, то мы получили бы совокупность членов третьей степенн, 
затем совокупность членов четвертой степени и т. д. до бесконеч- 
ности. 

Образуя правые части уравнений, мы должны вычислить частные 
производные от функции Р, представленной в виде ряда. В результате 
диференцирования, очевидно, получатся ряды такой же структуры, как 
мы только что описали. Функция [2] представляет собой только часть 
функции Р, а поэтому ее разложение и разложения ее производных 
будут иметь совершенно такой же характер. Нетрудно только убе- 
диться, что функция [Ё] не будет содержать членов нулевой и первой 

& Я © НВ 
Е И 

Иными словамн, разложение функции [2] будет начинаться только 
членами второй степени, а поэтому правые части уравнений (3) булут 
представлять собой ряды, расположенные по возрастающим степеням 

В 1 Ы ий 
о о 
первой степени, относительно этих величин. 

Точная интеграция уравненнй (3), конечно, невозможна, и мы опять 
вынуждены прибегнуть к методу последовательных приближений. 

Метод, до сих пор нами применявшийся, состоял в ‘том, что сначала 
мы совершенно отбрасывали правые части уравнений (8) и получали 
интегрированием постоянные значення для неизвестных функций. Эту 
систему постоянных, которую можно назвать нулевым приближением, 
мы подставляем в правые части уравнений и вторичным интегрированнем 
получаем первое приближение, выражающееся формулами (4). 

Но мы можем также поступать следующим образом: отбросим сна- 
чала в правых частях уравнений (3) все члены выше первой степени. 
Тогда для определения первого приближения мы получим систему 
линейных диференциальных уравнений с постоянными коэфидиентами, 
которая может быть без труда интегрирована. 

Найденные таким образом из первого приближения величины &, 7). 
р, 4, &,%,Р’, 9’ мы можем затем подставить опять в правые частн 
уравнений (3) и интегрированием определить второе приближение и 
т. д. Мы ограничимся здесь рассмотрением одного только первого при- 
ближения, которое и доставит нам иные выражения для вековых воз- 
мущений элементов. Это исследование будет состоять из трех последо- 
вательных шагов, а именно, во-первых, мы должны выделить из функции 
Е ее вековую часть [Е], во-вторых, мы должны составить уравнения, 
определяющие первое приближение, и наконец, в-третьих, мы должны 
проиптегрироваяь получившиеся таким образом уравнения. 

$ 63. Вековая часть пертурбационной функции. Разложение пер- 

1 


степеней относительно величин 


величин и начинающиеся с чченов 


зурбационной функции в ряд по степеням величин 
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дается формулами (17) и (18) предыдущей главы, в которых выйнсаны 
все члены разложения до второго порядка включительно. 

Чтобы получить первое приближение для вековых возмущений эле- 
ментов, мы должны прежде всего составить выражение для вековой 
часги [Р], ограничиваясь также только членамн второго порядка. Для 
этого мы должны отобрать в формулах (17) и (18) все члены, не за- 
висящие от Ди 7”, совокупносгь когорых н представит приближенное 
выражение для [Е]. Рассмотрим сначала формулу (18), дающую выра- 
жение для дополнительной части Е» пертурбационной функции ЁР. Мы 
видим, что все члены выражения для Рь, кроме двух первых, содержат 
множителем либо синус, либо косинус от линейной комбинации средних 
долгот. Поэтому, чтобы получить вековую часть для Ё, мы просто 
должны выбросизь из формулы (18) все члены, кроме двух первых, и 
вековая часть функции Р» определится формулой 


пт тот 
2а 20” 


[Е] = 


Вс: ледсевие этого мы имеем 
ы тать 
= Е В Ее + [8], 
и нам остается теперь отобрать в формуле (17) все члены, не зависящие 
от Ди 7”. 
Чтобы это сделать, обратим внимание на-то, что в каждый член 
формулы (17) входит множителем некоторая степень величнны 


Ао" — [92 а’ — 209’ соз (4—1) 


которая также является периодической функцией и может быть раз- 


ложена в ряд Фурье по косинусам величин кратных А —1”, Мы можем 
положить поэтому 


) 
Ау сов 2 (4 — 7), 


В+ 0$ # (4—1), (5) 


С: с08 (71 — 1’), 
} 
где Дь В; и С; зависят только отаи а’, и поэтому в рассматриваемой 


нами задаче суть величины постоянные, определяемые известными фор- 
мулами для коэфициензов ряда Фурье. 


Построение функции [Р)] производится зеперь следующим образом 


ы т 
Прежде всего мы выделяем постоянный член  Шоть 5 Ао. Затем 


уничтожаем все члены, содержащие множителем синус или косинус ол 

величины {4 — Ё4”, гле 1-2}. После этого остаются члены, имеющие 

множителем синус или косинус от величины # (4 — 7'). Помножая эти 
16* 
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члены на разложения (5), мы получим члены, содержащие множителем 
или с05? 1 (1 — 1), или $1 1(1 — 1) соз1 (4 — 1"). Последние отбрасываем, 
так же как и члены, содержащие множителем $ (1 — 1”) с05 1} (# —#›). 


Затем, используя формулу со? (1 — #") : + ы с0$ 21(1 — 1’), мы раз- 


ложим каждый член, содержащий множителем с0527 (1 — #”), на два и, 
отбрасывая вторые слагаемые с с0$ 2#(4 — 1”), получим, наконец, сово- 
купность всех членов, не зависящих от Я и 7’, т. е. искомую вековую 
часть [Ё]. 

Эзо выражение для [2] имеет следующий вид: 


пе рльть{ 1 ВЕНЕ) 


Е Ей т ой ) (Ее 


Ул’ Удл’ 6) 
ра" 2 (рр’+99))\ \ 
И + 
в* 


ит 
-- =-- > ИИоть А. 

Е Рпоть Ау 
Последние члены, не зависящие от &, 7), р, 0, ©, 7, р’, 4', пропадают 
при диференцировании функции [2] по этим величинам и поэтому в 
уравнения (3) не входят. Но они должны быть включены в [Е], так 
как вековые возмущения средних долгот определяются уравнениями 

а Е] 4 _ ОН 


а! СУ И = 9”? 


правые части которых представляют производные от [Ё] по А и Л’. 

Теперь нам остается только вычислить коэфициенты Аз, В; и В», 
зависящие от болыних полуосей а и а’. Допустим, что В-—ближайшая 
к Солнцу планета, а А—более удаленная. Тогда 


аза и а=и < 


и мы можем написать 


Е 
ь 2 _ ай) 
а’ == Ут = 2а с 1—1)’ 
о 
. 20 [со] аА— 
а’В. , 
РЕ И п — 206051 — (7) 


, 20 Г соза(А—4)аА—14) 
а’Ва = Е. 
п - @-- 24605{% — 1')] 


Так как а], то интегралы, входящие в последние формулы, могут 
быть разложены в сходящиеся ряды, расположенные по возрастающим 
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степеням &@. Нетрудно также выразить эти интегралы через полные эл- 
риптические интегралы первого и второго рода. Полагая для этого 


0. 


мы получим для коэфициентов Аз, В, и В» следующие выражения: 


4 
Ар Ё» 
4 1 ЕО 
, В [а аР |, (8) 
4 2— 21 {- «21 — ба? 
В». = ла ет {1 — а} бр 


в которых 


(9) 
Е = Фу 1 251120 40. 
в у 


Прн заданном значении а, численные значения ми В могут быть 
найлены из специальных таблиц, после чего формулы (8) дают численные 
значения коэфициентов Ао, В, и Вь. На выводе всех последних фор- 
мул мы, для сокращения изложения, останавливазься не будем. 

Получив вековую часть пертурбационной функции с точностью до 
членов второго порядка включительно, мы можем теперь перейти к ис- 
следованию первого приближения вековых возмущений элементов, 
которые определяются уравнениями (3). Для болынего удобства инте- 
грирования уравнений (3) положим еще 


#=ИЙг 9=-Уй5 р=Улдь, 4ч=-УЛь, 
ре с о = (0) 
в=УЛи, и=-УЯя, р=УЛи, в=-УЛу. 
Тогда уравнения (3) напишучся в следующем виде: 

а’ 1 ОЕ] @$ 1 9] 
а ж 9“ т ат В 
ап 1 9[Е] аи 1 92] 
ЧЕ д 9’ а Он” 
а’ о (11) 
Ро Пе" 
д’ 1 9 [Е] @’ 1 ОЕ] 


а 2’ 0’ ” а АЕ ВО” 
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и функция [Р)] определится, как функция новых переменных, следую- 
щей формулой: 


[8] = ри На 2 Ртать Ау НЕ 


+ тот, { В. бе + 52-3 59) — 1 вби) — ао) 


> В, (и Нину) -- - В, @ш' + 00) } } 


Величины г, $, И, р выражаются через эллиптические элементы сле- 
дующими приближенными формулами 


= 6’ с030х, 
Ш = т с0$ 5%", 


| 
о м (3) 
| 


Г=ес0$ ©, 
й = 511 250$ 5%, 


$ ==е5то, $ ==е шт о, 


= Яп Е зш въ, т Е зшчу, 

Таким образом величины ги $5 определяют вековые возмущения 
эксцентриситета и долготы перигелия, а величины Й и г- вековые воз- 
мущения наклонения и долготы узла. Действительно, из формул (13) 
мы находим 


Вен ее | 5%, 
ЗЕ == 2-12, УШРР = 2-2 (3 
и 
во=+, Чон, 
й а (5) 
ЕН оу ь 


Так как выражение (12) лля функции [Е] ие содержит членов 
вида Ги, го, $и, $ и т. д., то система (11) распадается на две незави- 
симые системы, одна из которых будет содержазь только перемен- 
ные Х, $, /’и 5", и определять таким образом вековые возмущения 
эксцентриситетов и долгот перигелиев, а вторая будет содержать только 
переменные й, и, И’и 0’ и определять вековые возмущения наклоне- 
ний и лолгот узлов. 

Полагая для сокращения 


р Рпоть р Ппоть 

И о ЕТ (5 

д ИТ Ра петь В» (6). 
Я = к 


ВЕКОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ЭКСЦЕНТРИСИЗЕТОВ И ДОЛГОТ ПЕРИГЕЛИЕВ 247 


мы напишем этн уравнения в следующем виде: 


(№ ан ) 

| ре 5, ще = @— 1’), | 
@5 а з. 

| ие м — и”, = в, (-#и-Н и’), | 

И м. К Ри в 

РЕ == + #25, ар = © = | 
о И ре | 

[ее Г’ — иг 47 = (—и т 


Последняя наша задача заключается в интегрированин уравнений (17) 
и (18) и в исследовании полученных инчегралов этих уравнений. 

$ 64. Вековые возмущения эксцентриситетов н долгот периге- 
пиев. Согласно результатам предыдущего параграфа вековые возмуще- 
ния эксцентриситетов и долгот перигелиев определяются в первом 
приближении следующей системой линейных уравнений с постоянными 
коэфициентами 


а } 
ОА 
@5 
т 0 Ей | 
19} 
Г т ( 
ео 5. 
45’ ел Е 
и 7 


Из системы (19) мы выводим прежде всего следующее соотношение: 


и 4 45 ь ‚ в 
% (тт На + (ще) = 0, (20) 


откуда, интегрированием мы получаем первый интеграл системы (19) 
в виде 


ее + $) ва + 5) = С, (21) 


где © — произвольная постоянная. 

Подставляя в уравнение (21) вместо г, $, /’и 5’ их приближенные 
выражения через обычные эллиптические элементы, мы получим урав- 
нение вида 


ое? ное" == С. (22) 


Это уравнепие показывает, что если 22 и х, суть числа одинако- 
вого знака, то эксцентриситеты не могут принимать произвольно боль- 
ших значений. 

Допустим, что это действительно имеет место, и допустим, сверх 
чого, что в начальцый момент эксцензриситеты 6 и ©’ имеют весьма 
малые числовые значения 6 и 6. Тогда численное значение постоян- 
ной С, определяемое формулой 


С = 58 ив, (23) 
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также будет весьма мало, откуда следует, что численные значения 
эксцентриситезов всегда останутся малыми. 

Таким образом, новая постановка задачи о вековых возмущениях 
приводит к заключению, что эксцентриситеты не могут неограниченно 
возрастать, как это следовало из результатов, полученных первым ме- 
тодом 1). 

Чтобы найти общее решение системы (19), положим, на основании 
общей теории линейных уравнений, 


т= Мсоз(и- ф), г’ = № со (6+9), 
$ = М5 (21-- Ф), 5’= № (РЕФ), 


где 2, №, №, ф, $’ — неопределенные пока постоянные. Подставляя 
выражения (24) в уравнения (19), мы найдем, что последние будут 
удовлетворены при соблюдении условий 


(=) м- №" = 0, 
М -- (8 — 1) № = 0. С 


Для того чтобы система (25) имела не нулевые решения относи- 
тельно № и №, необходимо и достаточно выполнение условия 


(24) 


5—и я 
Е ты —=0. (26) 


Последнее уравнение определяет неопределенную до сих пор по- 
стоянную #. В раскрытом виде это уравнение напишезся следующим 
образом: 


оо имо. (27) 
Дискриминант уравнения (27) определится формулой 
ДЛ = +) — А (ера и) 
или 
ПД = (х, — м} + 4н.2%. (28) 


Если м, и 5 имеют одинаковые знаки, то Д>0 и оба корня 
уравнения (27) различны и действизельны. Эти корни будут вдобавок 
оба положительны, если 


— жи > 0. (29) 
Обозначим корни уравнения (27) через 5, и 55. Каждому корню 
соответствует из системы (25) определенное значение отношения ту. 


М: 
и для 


м 
Так как бу и 85 зависят только от коэфициентов 


Обозначим значение этого отношения для корня 5 через 


корня 25 через 
рня 8» чер № 
1} Впрочем, нужно отметнть, что все эти результаты нмеют только прелвари- 
тельное значенне, так как в том и в другом методе получаются нз рассмот- 
рення только одного первого приблнження. Сохраняются ли эти результаты 
также и во всех следующнх прнблнжениях? Этого, конечно, утверждать 
нельзя. 
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уравнения (27), то для данной системы они суть вполне определенные 
числа. Поэтому мы можем выбрать пронзвольно, например, Л; и №, 
которые будут играть роль произвольных постоянных, а № и № 
выразятся через №, №, 8, и 85. Обозначая две лпругие необходимые 
произвольные постоянные через ф, и Фь, мы можем написать общий. 
интеграл системы (19) в следующем виде: 


= М, со (вай + Фа) Мьсоз (вый + Фо), | 
5 = № (рый Е Фи) + Ми (ВЕ фе), 
"== № соз(аЁ Е фа) -Е № с03 (выЁ Е 9»), 
57 == Маз Ё-Е Фа) + № (Е - 95). 1 
Теперь остается только выясничь, в каких случаях соблюдаются 
условия Д > 0 и 21241 — #2 > 0. Рассмотрим для этого выражения (16) 


для коэфициентов #, #», 2, 22. С помощью формул (28) предыдущей 
тлавы мы можем написать 


(30) 


"7, То 
21 = оз аВ, = По ут ЯВ» 
т 
аа ПИ ки в ‚т, с 
в = пи @ В» #2 =10 пе Во. 
с 


Отсюда следует, что #› и хз имеют одинаковые знаки, если По и ие 
также имеют одинаковые знаки, т. е. если обе планеты обращаются 
вокруг Солнца в одном и том же направлении. Так как все большие пла- 
неты солнечной системы действительно обращаются вокруг Солнца 
в одном и том же направлении, то условие 4 >0 в солнечной системе 
всегда соблюлено. Условие (29), ввиду выражений лля #, #» #1, 25, 
может быть написано в виде 

тит 
. СИ > о 
попова' —— (В! — В) >0 
о тбтя (В: 8) 
или, более просто, 
В} — В# > 0. 


Можно проверить, что последнее условие, действительно, всегда 
выполняется. 

Произвольные постоянные М, №», $ и Ф. определяюлся из началь- 
ных условий. 

Пусть Го, 5% 0, 50 обозначают значения величин Г, 5, ги 8’ для 
момента #== 0. Тогда для определения произвольных постоянных мы 
получаем из формул (30) следующие уравнения: 


То = №, с03 91 Е №6089, 
50 = М. т: № 1 ф», (32) 
го == № 10$ ф, + №с0$ фз, 
50 = №1 чи фа -- №9 Фо. 
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Полагая 
х, = М, с03ф, Ха = №608 фо, | 
у = А: ть, у = Мф», | (33) 
1 1 
Ка == РЯ (п 21}, К РЯ (5 =), | 


мы приведем уравнения (32) к виду 
х-ж =, 7—5, 


Каха -- Кох, = о, Ка + К == $5, 
откуда найдем 


то — КК 
. Хь = Е а 
2 Е 
г (34) 
56 — А150 


2 = ЕЕ 


Носле этого из уравнений (33) определяем постоянные №, №, 
ие 

Рассмотрим в заключение свойства вековых возмущений долгот пери- 
тепиев и эксцентрнситетов. Мы уже видели в начале этого параграфа, 
что эксцензриситегы не могут возрастать неограниченно вместе со вре- 
менем и, следовательно, имеют конечные верхние граннцы. 

Теперь мы можем определить этн границы в функцин начальных 
усповий задачн. Действительно, формулы (30) мы можем напнсать 
в внде 


ес05 6 = №, с0$ (1Ё $1) -|- №03 (95 Фо), 


р 35 
ешо = №, т (вы - 1) Моз (вЫ-Е 95) е? 
и 

20$’ = № 08 (84 Ё + фи) + № соз (Е - Ф), (36) 

ешо’ = МАЗа (а,Ё-- Ф,) - № (вый - 9). 

Из этнх формул мы находим 

её = №1 № + 2№,№,с03 [(81 — 55) 1 а. (87) 

ей = М- МАМ № с0$ [(21 — 25) Е 9, — $, 


откуда следует, что эксцентриситеты е и е’ удовлетворяют следующим 
неравенствам: 
Е а (88) 
А — № ем №, р 
правые части которых и представляют искомые верхние граннцы вели- 
чинеие". 
Переходя к вековым возмущенням долгот перигелиев, покажем, что 


для каждой планеты величина о — для всех значений Ё имеет 
конечную верхнюю границу. Величина ф равна или 2, илн @», или, 
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1 
в исключительном случае, их среднему арнфметическому 2 Ч 25). 


Это свойство также выводится без труда из формул (35) и (36). 

Рассмотрим уравнения (35) и допустим сначала, что №, < №. По- 
миожая тогда уравнення (35) соответствеиио на зт(8Ё- 9»), на 
— 608 (2-Ё -- Фе) н складывая, а затем на с08(5>Ё-- 9.) и 511(9-Ё- 95) 
и складывая, мы получим вместо (35) следующие уравнения: 


езт (@® — 1! — о) = М, т (Ее, — в, 
ес0$ (© — 85ё — фо) = №, с0$ (и, — 84) Ё-- 9, — ФН М, 


откуда находим 


№; вт [(8; — 62) ЕН 9, $2] (39) 


ы ее № 0$ [(81 — 62) Е 9: 9] + № * 


Так как, по предположению, Л, < М, знаменатель правой части 
формулы (39) не может никогда обратиться в нуль. Отсюда следует, 
что 12 (@— 1—9.) не может обратиться в бесконечность, вследствие 
чего угол @«— 255! — Фо всегда имеет числовое значение, меньшее 
чем 90°, или всегда остается заключенным между 90° и 270°. В силу 
этого величина © — 55# для всех значений # остается меныие некото- 
рого конечного числа, вполие определяемого начальными условиями за- 
дачи. 

Если № > №, то аналогичным образом докажем, что величина 
®— 8 { имеет копечную верхнюю границу. 

Если, наконец, № = №, то рассматриваемое свойство докажется 
следующим образом. Из уравнений (35) мы можем вывести (для произ- 
вольных значений № и №5) следующие уравнения: 


ата , в 
2 2 


езш (© 


= (м, — № эт 1+ 95%), 


2 В ыы) 
сов (© я 1 2 


) 

-). 
(40) 

— (№, + №) со пы ив) й | 


Если, как предположено, №, = №, то мы находим 


а вв 99а Ех 180°, 


где # — целое число. Отсюда следует, что величина 


И зар 


остается ограниченной лия всех значений времени, что и требовалось 
доказать. ^ 
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Для другой планеты из уравнений (36) точно таким же образом 


выводим, что 


при № < № имеет верхний предел величина 


при № >№ „ 
при М, = № 


’ — 22 
» » „ = а 
ЕЕ | 
2 „ > > 
Итак, долготы перигелиев могут быть определены формулами 
@ ==фЕ ©, @1) 
0’ В +-9', 


тле @ и 59’ суть ограничениые сверху фуикции времени, а фи $’ — 


постоянные. При этом 


ЕЙ если 
= в» » 
р 5 + Е м 


Так как величины я, 


№ > №; 68’=8, если №1 > №, 
№ < М; =» >» Мо № 
м =м; Ве , мым. 
%, =, 25 имеют множителями малые массы, 


то они сами суть величины малые. Поэтому и коэфициенты уравне- 
ния (27) будут малыми величинами, а следовательно, и его корни 91 
и 9, будут малыми величинами порядка масс Та и Ть. 

Отсюда сиедует, что коэфициенты фи $’ в формулах (41) также 
весьма малы и долготы перигелиев © и 0’ весьма медленно уве- 
личиваются с течением времени. Величины 6 и 6’ характеризуют сред- 
ние скорости вековых движений перигелиев. Мы видим, что эти сред- 
ние скорости зависят только от масс и больших полуосей оскулирую- 
щих орбит и совершенно не зависят от начальных условий задачи. 

Таковы результаты исследования вековых возмущений эксцентриси- 
тетов и перигелиев. Не нужно забывать, что эти результаты можно 
считать только предварительными, так как они получены из расемот- 
рения только одного первого приближения уравнений для вековых 
возмущений. 

$ 65. Вековые возмущения наклоиений и долгот узлов. Ди- 
ференциальные уравнения, определяющие вековые возмущения (в пер- 
вом приближении) иаклоиностей и лолгот узлов, т. е. определяющие 
вековые движения плоскостей орбит, пишутся в следующем виде: 


аи” я 
Ш в), = —#@®—5)), 
а а’ (42) 
РТ = =: (и и), Я = я. (и и’). 


Не представляет никакого труда проинтегрировать эту, систему ли- 
нейных уравнений с постоянными коэфициентами и получить таким 
образом явные выражения для величин и, и, И’ и’, как функций времени. 
Мы зе будем проводить этого интегрирования полностью и ограничимся 
только выводом некоторых важнейших свойств вековых движений пло- 
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скостей оскулирующих орбит. Для этого получим сначала три иите- 
грала системы (42), не зависящих от времени. 
Из уравнений (42) мы выводим 


ай 4 
АЙ т = и (еи’ — шо”, 
< ‚ @’ ‚ @” вн р оо 
ат Не а и, (ви’ — и’), 
откуда получаем 
р ‚„ ай’ р ШТ _ 
&(и а ео а (" ато Е 0. (44) 
ДЛапее, из уравнений (42) имеем непосредственно 
‚ @н а!’ 


ея чп ‘ар =0, 


„ @’ 
а ое РА ар 


(45) 
— 6. 


Уравнения (44) и (45) могут быть немедленно проинтегрированы- 
Выполняя это интегрирование и обозначая через С,, 6», бз три произ- 
вольные постоянные, мы о. 


жи Вии’ == 6, 
до рии" =, (46) 

2 (и? р), (и Но”) = су. 
Соотношения (46) представляют искомые, не зависящие от времени, 
интегралы системы (42). Эти интегралы, как это легко доказать, соот- 


ветствуют интегралам площадей (94) главы восьмой. Действительно, 
указанные интегралы пишутся в виде 


вуаа — в этЕзт 5 +2" И’ ев’) яп? 906’ =, 

ВУ са — ) зар со, + В“ Уа-еЭзаЁятях = — 6, (47) 
ВУ «а @) созё -вУга-е’ созР = Е 
Если мы вспомним, что 

И == м 7 с0$ 9Ъ, == яп 6Ъ, 
и’ ат Й с08 5%, в’ = Ё Эа 6 


и разложим`левые части (17) по степеням 6? и е'”, то пренебрегая чие- 
нами третьего и высшего порядков, получим из двух первых уравне- 


ний (47) и 3% 
ВУар +В Уго => (48) 
ВИви- И ти =. 
Но мы можем иаписать 
ео с 
В Ув == ИИсть Пат” 
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откуда, имея в виду выражения (31) для м их, мы находим, что 
уравнения (48) действительно совпадают с двумя первыми уравнениями (46). 


Посиеднее уравнение (46) также, очевидно, получается из третьего 
уравнения (47). 


Выберем теперь за основную координатн 
плоскость. Тогда С.’ ==, 
уравнений (46) мы получаем 


ую плоскость неизменяемую 
О0 и также с, =с,==0, и из двух первых 


ь (49) 
откула находим 


п и = 
А. (50) 
или й 
=». 


Таким образом мы убеждаемся в том, что 


линии узлов обеих планетных орбит на неизменяемой пло- 
скости совпадают. 


Это свойство было уже нами доказано ранее со всей строгостью. 
Выведем теперь одно новое важное свойство вековых движений 
нлоскостей оскулирующих орбит, состоящее в том, что 
наклоиения обенх орбит к неизменяемой плоскости остаются 
постояиными во все время движения. 
Действительно, из уравнения (49) находим 
ви’ — ии’ =0, 


вследствие чего из уравнений (43) получаем 


откуда выводнм 
ИЗ -- 0? == с00$, 


з 2 
и’ о” == соп8ь 
чли, что то же, 


$1 [== соП$Ь 910? Г = соп&. 


Наконец, можно еще определить двнжение общей линии узлов на 


неизменяемой плоскости. Действительно, мы имеем ” 
й 
че =--, 
откуда находим 
в а 7 ап 
О _ @ 
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Подставляя сюда выражения Ш и = из уравнений (42), мы пло- 
лучаем 
аб _ и (ит) а (ии а) 
а — аа -рь? р 
откуда с помощью пропорции (49) находим окопчательно 
а5ь >. о 
= — (+=). (51 


Таким образом мы убеждаемся в том, что 
общая линия узлов движется по неизмеияемой плоскости в 
сторону, обратную движеиию планет, и притом с постоянной 
скоростью, равной численно величине *, | х,. 

Получеиные важные свойства вековых движений плоскостей орбит 
указывают ва громадное значение неизменяемой плоскости в исследо- 
ваниях теоретического характера. Действительно, выбирая за основную 
плоскость какую угодно другую плоскость, кроме неизменяемой, мы не 
получили бы всех тех простых свойств, которые выведены в настоящем 
параграфе. Однако не пужно забывать, что все эти свойства (кроме 
соотношения 17, =л,) получены из рассмотрения приближенных 
уравнений, а потому указанные нами результаты имеют только прелва- 
рительный характер. 

$ 66. Некоторые заключительиые замечания. Чтобы у изучао- 
щего небесную механику по настоящему руководству не осталось лож- 
ного пнечатления о двух последних главах, мы считаем необходимым 
сделать в заключение некоторые замечания. 

Последнее абсомотно точное *), что мы вывели в настоящей квиге, — 
это система уравнепий возмущенного движения (10) главы девятой, 
определяющая канонические элементы ., 4, 6, 9, р, Фи и 2. 5. 
7, р’, 4’ в функции времени. 

Если бы эту систему можно было проинтегрировать со всей матема- 
тической строгостью и полнотой, то мы получили бы возможность 
определить относительное движение трех материальных точек для 
всех значений времени и © количественной, и с качественной точек зре- 
ния. Иными словами, мы смогли бы определить положения и скорости 
всех трех тен дня любого значения времени и с любой степеныо точ- 
ности. Кроме того, мы смогли бы установить общие законы движения 
нашей системы материальных точек, характеризующие все свойства дви- 
экения, а не только некоторые. Однако точная интеграция указанных 
уравнений возмущелиого движения, по крайней мере в настоящее время, 
невозможна, вследствие чего мы и оказываемся вынужденными прибегать 
К приближенному интегрированию. 

Эта задача достаточно разрешала бы вопрос, по крайней мере, 
с точки зрения практики, если бы было возможно, во-первых, доказать 
сходимость применяемого процесса последовательных приближений, 
а во-вторых, онределять погрешность, нами делаемую, когда мы оста- 
навливаемся на том или ином приближении. 


т) „Точное“ с математической точки зревия. 
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К сожалению, ни то, ни другое до сих пор не выполнено, вслед- 
ствие чего описанные нами методы последовательных приближений оста- 
зотся необоснованными и представляют собой только послеловательность 
формальных операций. 

При этом мы рассмотрели только простейшие из этих операций, 
а именно — только первое приближение. Астрономы почти всегда до- 
вольствуются одним лишь первым приближением. В редких случаях рас- 
сматривается частично и второе приближение и еще более редко затра- 
гиваются последующие приближения. 

Если мы при этом вспомним, что небесные тела в действительности 
не являются материальными точками и что силы между ними действую- 
щие не суть исключительно силы взаимных притяжений, действующие 
то закону Ньютона, то иевольно возникает вопрос о том, окажутся ли 
все выведенные нами приближенные формулы способными хоть в какой- 
нибудь степени отразить действительные движения действительных физи- 
ческих тел. Не окажется ли весь долголетний колоссальный труд теоре- 
тиков бесполезной тратой времени вследствие того, что, собственно 
ховоря, мы сами не знаем, что мы изучаем при помощи наших при- 
ближенных формул. 

Ответ на эти вопросы дает повседневная астрономическая практика, 
которая обнаруживает, в громадном большинстве случаев, изумительное 
совпадение между теорией и наблюдениями, и это совпадение убеждает 
нас, что, несмотря на все математическое несовершенство и необосно- 
ванность применяемых нами методов, мы действительно изучаем факти- 
ческие движения настоящих небесных тел и что наша работа не беспо- 
лезна, а имеет громадное практическое значение. 

Тем не менее, астрономы ие могут примириться с тем, что им при- 
ходится работать неточными, кустарными, неизвестно что дающими 
методами. Поэтому с давних пор усилия ученых направлены, главным 
образом, на эту сторону вопроса. Астрономы и, отчасти, математики 
„стараются создать точные методы для исследования движений небесных 
тел, которые позволили бы разрешить задачу, поставленную еще в пер- 
вой главе и о которой мы напомнили в начале этого заключительного 
‘параграфа. Е 

В заключение напомним, что все свойства возмущенного движения, 
выведенные нами, в предположении, что система состоит из Солнца и 
двух планет, без труда могут быть распространены на систему любого 
числа иланет. Принципиальных затрудиепий это распространение ие 
представляет. Только выкладки становятся более сложными и более 
тягостными, увеличиваясь по мере увеличения числа плаиет. 


р чо 


